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1. 

Abrifs einer Theorie der höhern Congruenzen in 
Bezug auf einen, reellen Primzahl - Modulus. 

(Von Herrn Dedekind in Göttingen.) 



Eis ist meine Absicht, dem in der Ueberschrift bezeichneten Gegen- 
stande, welcher, von Gaufk zuerst angeregt, später mit Erfolg von Galois, 
Serret, Schönemann wieder aufgenommen ist, eine einfache zusammenhän- 
gende Darstellung zu widmen, welche sich streng an die Analogie mit den 
Elementen der Zahlentheorie binden soll. Diese ist in der That so durch- 
greifend, dafs es mit Ausnahme einiger unserm Gegenstande eigentümlicher 
Untersuchungen nur einer Wortänderung in den Beweisen der Zablentbeorie 
bedarf. Ich folge genau dem Gange, welchen Dirichlet in seinen Vorlesungen 
Aber die Zahlentheorie (oder in seiner kurzen Darstellung der Theorie der 
complexen Zahlen im 24sten Bande dieses Journals) eingeschlagen hat. In 
Rücksicht hierauf wird man es nicht tadeln, dafs ich meist nur die Haupt- 
momente der Beweise hervorhebe, da gröfsere Ausführlichkeit für den Kenner 
der Zablentbeorie, welche hier vorausgesetzt wird, ermüdend sein müfste. 

Die hier dargestellte Theorie, deren Erweiterungen auf der Hand lie- 
gen, ist vielfacher Anwendungen fähig, namentlich auf die Algebra, wie ich 
in einer spätem Abhandlung zeigen werde; zunächst schien es mir zw eck - 
mäfsig, dieselbe ohne alle Einmischung algebraischer Principien abzuhandeln. 



Gebiet der Untersuchung; Definitionen und Fundamentalsätze. 

1. 

Unter einer Function einer Variabein x wird hier immer eine ganze 
rationale Function von x verstanden, deren Coefficienten reelle ganze Zahlen 
sind. Es werden die Eigenschaften solcher Functionen- untersucht in Bezug 
auf einen Modulus, der eine reelle Primzahl p ist. Zwei Functionen A, B 

heifsen congruent in Bezug auf den Modul p, in Zeichen 

# 

A=B (mod. p% 

Journal für Mathematik Bd. UV. Heft 1. 1 



2 /• Dedekind, Theorie der höheren Congruenzen. 

wenn sämratliche Coefficienten der nach Potenzen von x geordneten DifFeretz 
A — B durch p theilbar sind, oder, was dasselbe sagt, wenn die Coefficienten 
gleich hoher Potenzen von x in den beiden Functionen paarweise einander 
congruent sind in Bezog auf den Modulus p. Es ist daher diese Congruenz 
nur ein Ausdruck für die Identität 

A = B+p.C, 

in welcher C eine beliebige Function bedeutet. Hieraus geben sogleich die 

« 

beiden folgenden Sitze hervor: 

Man darf in jeder Congruenz zwischen zwei Functionen die Variabein x 
durch eine beliebige Function von x ersetzen. 

Man darf jede Congruenz beliebig oft nach der Variabein x differentiiren. 

Ebenso leuchten folgende Sätze ein, in welchen der Modulus p unver- 
änderlich beibehalten wird: 

Ist A=A f , B=B'; so ist auch A±B=A'±B' y ferner AB=A'&, 
ferner A n ^A fn , wo n eine positive ganze Zahl bedeutet; und allgemein: 
Sind die beiden Seiten einer Congruenz ganze rationale Functionen (mit gan- 
zen Zablcoefficienten) von einer Reihe von Functionen A, B, C etc. der 
Variabein x, so darf man dieselben (an beliebigen Stellen) durch ihnen resp. 
congruente Functionen A\ B\ C etc. ersetzen. 

2. 

Der Exponent der höchsten Potenz von x in einer Function, deren 
Coefficient nicht dqrch den Modul theilbar ist, heifse der Grad der Function« 
Aus dieser Definition, welche für alle Functionen gilt, die nicht = (mod. /») 
sind, ergiebt sich, dafs alle die unendlich vielen einander congruenten Functio- 
nen einen und denselben Grad haben. Ist ferner a der Grad von A, ß der 
Grad von B, so ist a-f-/? der Grad von AB; denn das Product zweier durch 
eine Primzahl p nicht theilbaren Zahlen -Coefficienten ist ebenfalls nicht theil- 
bar durch p. Hieraus folgt weiter: Ist AB = (mod.//), so ist mindestens 
eine der beiden Functionen A, ß = (mod.//); und ferner: Ist AB=A'B', 
und A~A' nicht = (mod.//), so ist B=B' (mod.//); denn es ist 
AB = AB', oder A(B — B') =0 (mod.//). Dieser Satz giebt daher die 
Bedingung für die Berechtigung zur Division einer Congruenz durch eine an- 
dere. Ferner ist leicht zu sehen, dafs die Anzahl der einander nicht con- 
gruenten (incongrnenten) Functionen vom Grade a gleich (p — \)p a ist; 
denn der Coefficient von x* kann p— 1, der jeder niedrigem Potenz kann p 
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nach dem Modul p incongrnente Werthe haben, und der Coefficient jeder 
hohem Potenz ist = (mod. /#). Dies Resultat gilt auch für den Fall cc = 0, 
insofern bei den Functionen, welche =0 sind, Oberhaupt von einem Grade 
keine Rede ist. 

3. 

Sind A, B, C drei solche Functionen von x, dafs A = BC (mod. />), 
so heifsen B, C (oder alle diesen congruente Functionen) Divisoreti oder 
Factoren von A (oder jeder mit A congruenten Function) in Bezug auf den 
Modul p. Gleichbedeutend sind die Ausdrücke: A ist ein Multipium von 
D, C; oder: A ist theilbar durch B, C. Diese Theilbarkeit nach einem 
Modulus ist natürlich nicht mit der algebraischen Theilbarkeit zu verwechseln, 
obwohl aus der letztern stets die erstere folgt. Offenbar kann der Grad einee 
Divisors B von A nicht höher sein als der Grad von A. Jede Function ist 
theilbar durch jede der p — 1 incongruenten Functionen vom Grade Null; denn 
jede der letztern ist einer durch p nicht tbeilbaren Zahl a congruent; bestimmt 
man nun a' so, dafs aa'=l (mod. /i), so ist A = a.a'A, wo A jede be- 
liebige Function bedeutet. Aufser diesen p — 1 Functionen vom Grade Null 
hat keine andere die Eigenschaft, Divisor von jeder beliebigen Function zu 
sein; denn eine Function, deren Grad höher als Null ist, kann nicht mehr Di- 
visor der Functionen vom Grade Null sein. Man kann deshalb (zufolge der 
Analogie mit ähnlichen Untersuchungen) diese p — 1 incongruenten Functionen- 
classen vom Grade Null Einheiten nennen. 

Man kann jede Function vom Grade a congruent setzen dem Prodacte 
aus einer bestimmten Function vom Grade Null und einer Function vom Grade 
a, in welcher der Coefficient von x a = 1 (mod. p) ist (solche Functionen 
sollen primäre heifsen); denn ist /* der durch p nicht theilbare Coefficient 
von x* in A, und aa f = l (mod./;), so ist A = a.a'A, worin JA eine 
primÄre Function ist. — Die Anzahl der incongruenten primären Functionen 
vom Grade a ist gleich p a . 

Aus der Definition der Multipla ergeben sich unmittelbar die beiden 
folgenden Sätze: Ist eine Function ein Multipium von einer zweiten, diese ein 
Multipium von einer dritten, diese von einer vierten u. s. w., so ist jede frü- 
here in der Reihe dieser Functionen ein Multipium von jeder spätem. — Die 
Summe und die Differenz zweier Multipla von einer Function sind selbst wie- 
der Multipla derselben Function. 

1* 
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Ä. 

Von grofser Bedeutung für die spätem Untersuchungen ist folgende 
Aufgabe: Zu untersuchen, ob zwei gegebene Functionen A, A nach dem 
Modul p gemeinschaftliche Divisoren haben. 

Zunächst läfst sich zeigen, dafs man stets eine Congruenz von der Form 

A=QA'+A" (mod./O 
aufstellen kann, in welcher Q, A" zwei neue Functionen sind, deren letztere 
A" einen niedrigem Grad als A bat, oder gar = (mod. p) ist Denn es 
sei a der Grad von A, a f der Yon A; im Fall nun a<C«' ist, braucht man 
nur # = 0, A" = A (mod./O zu setzen; ist aber ct^a f , so kann man die 
Zahl q so bestimmen, dafs A — qx a ~ a '.A von niedrigem Grade a t als a ist; 
ist dann a x auch <Ca', so ist das Ziel schon erreicht, wenn man Q = qx tt ~*' 
setzt; ist aber a t ^.a f , so verfährt man mit der Function A — qx!*~*.A 
ebenso, wie bei dem ersten Schritte mit A, man bestimmt q l so, dafs 
A — qx*~ a '.A.— q l x ttt ~ a '.A von niedrigerm Grade ist als a x u. s. f. bis man 
zu einer Function von niedrigerm Grade als a 9 gelangt, was nach einer end- 
lichen Anzahl von Operationen geschehen mufs. Man setzt dann 

Q = qx"-"' -f q x x«-"' + etc. (mod. p) 

und dann ist A" = A — QA von niedrigerm Grade als ce'. W. Z. B. W. 

Aus der so gebildeten Congruenz folgt nun unmittelbar, dafs jeder ge- 
meinschaftliche Divisor von A, A auch Divisor yon A", und umgekehrt dafs 
jeder gemeinschaftliche Divisor von A, A" auch Divisor von A sein mufs. 
Man braucht daher die Operation nur fortzusetzen und ein System von Con- 
gruenzen zu bilden: 

A = QA' + A" 

A = QA 9 \A 

(mod. p) 

a*- i) = qp-*>A w 

in welchem die Grade a f , a" etc. eine abnehmende Reihe bilden, woraus von 
selbst folgt, dafs nach einer endlichen Anzahl von Operationen es geschehen 
mufs, dafs eine Function A i9 ~ X) durch die nächstfolgende A M theilbar ist. 
Schreitet man von der ersten bis zur letzten Congruenz fort, so ergiebt sich, 
dafs jeder gemeinschaftliche Divisor von A y A auch Divisor von A {y) sein 
mufs; verfolgt man den umgekehrten Weg, so ergiebt sich, dafs A ir) Divisor 
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aller vorhergehenden Functionen und folglich auch gemeinschaftlicher Divisor 
der beiden Functionen A, A ist. Es heifse daher A iy} ein gröfster gemein- 
schaftlicher Divisor von A, A\ Multiplicirt man A iv) mit einer beliebigen 
Function vom Grade Null (mit einer Einheit), so bat das Product, offenbar die- 
selbe Eigenschaft wie A (y) ; es giebt daher p—i incongruente gröfste gemein- 
schaftliche Divisoren desselben Grades, und ein einziger unter diesen ist primär. 
Drückt man vermöge der vorletzten Congruenz A (r) durch A c "~ l) und 
A {r ~ 7 \ diese vermöge der vorhergehenden Congruenzen durch die vorhergehen- 
den Functionen aus, so kommt man zuletzt auf eine Congruenz von der Form 

G.A-\-G'.A = A< v) (mod. /;), 

welche also stets möglich ist, wenn A M gröfster gemeinschaftlicher Divisor 
von A, A ist. 

S. 

Ist dir gröfste gemeinschaftliche Divisor A M der Functionen A, A 
vom Grade Null (also = 1 (mod. />), wenn er primär ist), so beifsen A, A 
relativ pritn gegen einander. 

Aus dieser Definition folgt der Hauptsatz: Sind A, A zwei relative 
Primfunctionen, und ist M eine beliebige Function, so ist jeder gemeinschaft- 
liche Divisor der beiden Functionen AM, A zugleich gemeinschaftlicher Divisor 
von M, A. Denn multiplicirt man die Reihe der Congruenzen, durch welche 
die Functionen A, A, A" ... A ir) zusammenhängen, mit M, so ergiebt, sich 
unmittelbar, dafs jeder gemeinschaftliche Divisor von AM, A auch Divisor 
von A'M, A"M . . . A {y) M und folglich auch (da der Annahme nach A {y) vom 
Grade Null ist) von M, also gemeinschaftlicher Divisor von M, A ist. (Dies 
folgt auch unmittelbar aus der Congruenz GAM-\- G'MA = A< V) M.) 

Die wichtigsten Specialfälle dieses Satzes sind die folgenden: Ist auch 
M relativ prim gegen A, so ist der gröfste gemeinschaftliche Divisor von M 
und A, und folglich auch der von AM und A eine Function vom Grade 
Null, d. h. AM und A sind relativ prim gegen einander; und hieraus ergiebt 
sich der Satz: Wenn zwei Reihen von Functionen so beschaffen sind, dafs 
jede Function der einen Reihe relativ prim gegen jede Function der andern 
Reihe ist, so ist das Product aus sämmtlichen Functionen der einen Reihe re- 
lativ prim gegen das Product aus sämmtlichen Functionen der andern Reihe. 

Eine zweite Specialisirung ist* die folgende. Ist wieder A relativ prim 
gegen A, und ist AM durch A theilbar, so ist A als gemeinschaftlicher 
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Divisor von AM, A auch gemeinschaftlicher Divisor von M, A, also Divisor 
von M. 

Hieraus folgt weiter: Ist jede der Functionen A, B, C etc. relativ 
prim gegen jede der andern, und ist ferner eine Function M durch jede der 
Functionen A, B, C etc. (heilbar, so ist M auch durch das Product ABC... 
theilbar. Denn der Annahme nach ist M=GA durch B theilbar, folglich 
ist, da A relativ prim gegen B, G^HB, also M=HAB u. s. w. 

6. 

Eine Function, welche nach dem Modul p nur solche Divisoren hat, 
die entweder ihr selbst, oder Functionen vom Grade Null (d. h. Einheiten), 
oder Producten aus beiden congraent sind (denn jede Function hat alle diese 
Divisoren), heifst (irreductibel oder) eine Primflmction nach dem Modul p; 
jede andere heifst (reductibel oder) zusammengesetzt. Es leuchtet ein, dafs 
eine beliebige Function entweder durch eine bestimmte Prirafonttion theilbar, 
oder relativ prim gegen dieselbe ist. Ist daher ein Product AB durch eine 
Primfunction P theilbar, so ist mindestens einer der Factoren A, B für sich 
allein durch P theilbar ; denn ist A nicht durch P theilbar, so ist A relativ 
prim gegen P, und folglich B durch P theilbar. Derselbe Satz gilt für ein 
Product aus beliehig vielen Functionen. 

Es leuchtet ein, dafs jede beliebige Function M sich darstellen läfst 
als Product aus Potenzen von Primfunctionen, welche unter einander incon- 
gruent sind, und deren Anzahl eine endliche ist (wenn der Grad von M end- 
lich ist) ; und zwar ist wesentlich nur eine einzige solche Darstellung möglich ; 
d. h. wenn in der einen Zerfällung a Factoren vorkommen, welche einer. und 
derselben Primfunction A congruent sind, so werden auch in jeder andern 
Zerfällung a Factoren vorkommen, welche derselben Primfunction A oder 
einem Product aus A in eine Einheit congruent sind. Man kann die Prim- 
functionen sämmtlich primär annehmen; ist dann 

M = zA a B b C c . . . (mod./>) 

wo z eine Einheit, A, B, C etc. incongruente primäre Primfunctionen, a, b, 
c etc. positive ganze Zahlen bedeuten, so ist jeder primäre Divisor D von 
Si von der Form 

D = A at B bt Cr:.. (mod./0 

wo a\ b\ c etc. die Null oder positive ganze Zahlen bedeuten, welche resp. 
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nicht gröfser als a, b, e etc. sind. Die Anzahl der incongruenten primären 
Divisoren von M ist demnach = (ö-f-l)(A-f l)(c-f 1). 

Wenn eine Function M einen Divisor D ntmai enthält, d. b. wenn 
M=GD m (mod. /?)* so folgt durch Differentiation 

*.(«..* +fl .*)i^ ( « 4rt . 

also enthält die Derivirte von M denselben Divisor D mindestens (m— l)mal 
(sie kann ihn auch öfter enthalten). Ist daher eine Function relativ prim ge- 
gen ihre erste Derivirte, so ist sie einem Product aus lauter incongruenten 
Primfunctionen congruent. 



Allgemeine Sätze über die Congruenzen, welche sich auf einen 

doppelten Modulus beziehen. 

Die vorhergehenden Sätze entsprechen vollständig denen über die 
Theilbarkeit der Zahlen in der Weise, dafs das ganze System der unendlich 
vielen einander nach dem Modulus p congruenten Functionen einer Variabein 
sich hier verhält, wie eine einzige bestimmte Zßhl in der Zahlentheorie, indem 
jede einzelne Function eines solchen Systems jede beliebige andere desselben 
Systems in jeder Beziehung vollständig ersetzt; eine solche Function ist der 
Repräsentant der ganzen Classe; jede Classe hat ihren bestimmten Grad, ihre 
bestimmten Divisoren u. s. w., und alle diese Merkmale kommen jedem ein*- 
zelnen Gliede einer Classe in derselben Weise zu. Das System der unendlich 
vielen incongruenten Gassen — unendlich vielen, da der Grad unbegrenzt 
wachsen kann — entspricht der Reihe der ganzen Zahlen in der Zahlentheorie. 
Der Congruenz der Zahlen entspricht hier Congruenz von Functionenclassen 
nach einem doppelten Modulus in der folgenden Weise. 

Zwei Functionenclassen oder deren Repräsentanten A, B heifsen con- 
gruent in Bezug auf die Fuactionenclasse, deren Repräsentant M, in Zeichen 

^ = fl(modd./?, Af) oder A = B(mod.M), 

wenn die Differenz A — B nach dem Modul p durch M theilbar ist. 

Eine solche Congruenz zweier Functionen A, B in Bezug auf eine 
dritte M ist also nur ein anderer Ausdruck für die Congruenz 

A = B + CM (mod. />), 
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und hieraus ergiebt sich, dafs man A, B, M durch beliebige Functionen 
A', B', M' ersetzen kann, welche resp. jenen nach dem Modul p congruent 
sind. Ferner leuchtet ein, dafs man in einer solchen Congruenz die Variabele x 
in den drei Functionen A, B, JU durch eine beliebige Function von x er- 
setzen kann. 

Aus der Definition dieser Congruenzen ergeben sich folgende Sätze: 
Ist A = A' (mod.ilf), B = B' (mod.iW); so ist A±B^A'±B' (mod. Jü), 
ferner AB = AB 1 (mod. ilf ), ferner A n = Ä n (mod. M ), wo n eine positive 
ganze Zahl bedeutet. Und allgemein : Sind die beiden Seiten einer Congruenz 
nach dem Modulus M ganze rationale Functionen (mit ganzen Zahlcoefficienten) 
von Functionen, so darf man jede der letztern (an beliebigen Stellen) durch 
eine andere ersetzen, welche ihr nach dem Modulus M congruent ist. 

Ist ferner AB = Q (mod. iff), und A relativ prim gegen JM, so ist 
auch Ä==0 (mod. Jf); allgemeiner: ist AB = ÄB' (mod. M) undA = Ä 
(mod. M) und A relativ prim gegen M, so ist auch B = B' (mod. M). 

Sind endlich A, Ä congruent nach dem Modul M, und beide von 
niedrigerm Grade als M, so müssen A, Ä auch nach dem einfachen Modul 
p einander congruent sein. 

8. 

Man kann nun ein System von Functionen aufstellen, so dafs irgend 
eine beliebige Function einer von diesen Functionen, aber auch nur einer ein- 
zigen nach dem Modulus M congruent ist. Es sei A eine beliebige Function, 
so kann man, wie früher gezeigt ist, stets eine Congruenz von der Form 

A=.QM+A' (mod./>) 

aufstellen, in welcher A! von niedrigerm Grade ist als M. Stellt man daher 
sämmtliche nach dem Modul p incongruente Functionen von niedrigerm Grade 
als M auf, so ist jede beliebige Function einer von diesen nach dem Modulus 
M congruent, aber auch nur einer einzigen von ihnen, weil zwei nach dem 
Modul p incongruente Functionen von niedrigerm Grade als M auch in Bezug 
auf M incongruent sind. Ist fi der Grad von M, so ist p H die Anzahl dieser 
Functionen, welche also ein System der verlangten Art bilden. Jedes solche 
System heifse ein vollständiges System incongruenter Functionen in Bezug 
auf den Modul M. Multiplicirt man jedes Glied eines solchen Systems mit 
einer und derselben Function, welche gegen den Modulus M relativ prim ist, so 
bilden die Producte wieder ein solches System, wie sich leicht beweisen läfst. 
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9. 

Seien N, N' etc. beliebige Functionen, deren erste durch den Modalus M 
nicht tboilbar ist, ferner n eine positive ganze Zahl, so heifst die Bedingung 

1 \^+iVy- 1 -|-etc.-}-iV ( ^-EÜ (mod.Jl) 

eine Congruenz vom Grade n mit einer Unbekannten y; und jede Function, 
welche für y substituirt diese Bedingung befriedigt, heifst eine Wurzel der- 
selben. Ist eine solche Wurzel gefunden, so ist jede mit ihr nach dem Mo- 
dul M congruente Function ebenfalls eine Wurzel; die Hauptaufgabe ist daher, 
sfimmtliche nach dem Modul ilf incongruente Wurzeln zu finden. 

Wir betrachten zunächst die Congruenz ersten Grades, welche auf 

die Form 

Ay = B (mod. iüf) 

gebracht werden kann* Nehmen wir zuerst an, A sei relativ prim gegen den 
Modul M, so giebt es (zufolge der Schlufsbemerkung des vorigen Artikels) 
in jedem vollständigen Systeme incongruenter Functionen eine, aber auch nur 
eine Function y, für welche Ay = B wird; die Congruenz hat daher in die- 
sem Falle nur eine einzige Wurzel (d. h. alle Wurzeln sind dieser einen nach 
M congruent). Hat aber A mit M den gröfsten gemeinschaftlichen Divisor D, 
so mofs, wenn die Congruenz lösbar sein soll, auch B durch D theilbar sein; 
in diesem Falle sei A = AD, B = BD, M = MD (mod. p% so folgt aus 
der obigen Congruenz 

A'y ~ B' (mod. M ') 
und umgekehrt jene aus dieser. Da nun bierin Ä relativ prim gegen den 
Modulus M', so hat die letzlere Congruenz eine aber auch nur eine einzige 
Wurzel W nach dem Modulus M'. Alle Wurzeln der ersten Congruenz sind 

daher in der Form 

y == W+HW (mod. 71) 

enthalten, und alle in dieser Form enthaltenen Functionen y sind auch Wur- 
zeln der ersten Congruenz; und zwei in dieser Form enthaltene Functionen 
W-\-HM\ W-\-GM' sind stets, aber auch nur dann nach dem Modulus 91 
incongruent, wenn H und G nach dem Modulus D incongruent sind. Mitbin 
hat in diesem Falle die erste Congruenz ebensoviel nach M incongruente 
Wurzeln, als es nach dem Modul D incongruente Functionen giebt, also p s , 
wenn <? der Grad von D ist. 

Für die spätem Untersuchungen ist auch noch die Lösung der folgen- 
den Aufgabe wichtig: Seien M, N relativ prim gegen einander; es soll die 
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allgemeine Form der Functionen y gefanden werden, welche die beiden Con- 
gruenzen y = A (mod, üf ) , y=B (mod. JV) befriedigen. Ans der ersten 
Form folgt y = A -j- *üf (mod. />), wo * eine beliebige Function ist, welche 
aber der Bedingung A -f zM = B (mod. jV) genügen mufs ; diese Congruenz 
hat nach dem Vorhergehenden eine einzige Wurzel nach dem Modul N, und 
es folgt daraus die allgemeine Lösung y = FF (mod. AfiV). 

10. 

Hat man ein vollständiges System incongruenter Functionen in Bezug 
auf den Modul M aufgestellt, so drängen sich die beiden folgenden Fragen 
auf: Wieviele dieser Functionen haben mit M einen bestimmten Divisor D 
gemeinschaftlich ? und : Wieviele unter diesen haben D zum gröfsten gemein- 
schaftlichen Divisor mit M ? — Die Beantwortung dieser Fragen ist unab- 
hängig von der besondern Wahl des vollständigen Systems incongruenter 
Functionen, da jede von zwei einander nach M congruenten Functionen den- 
selben gröfsten Divisor mit M gemeinschaftlich hat, wie die andere. 

Die erste Frage ist im vorigen Artikel schon mit beantwortet; zwei 
Functionen GD, HD sind stets, aber auch nur dann nach dem Modul M=ND 
incongruent, wenn G, H nach dem Modul N incongruent sind; ist daher v 
der Grad von N, so giebt es p y ~pf- $ nach M incongruente Functionen, 
welche mit M den Divisor D gemeinsam haben. 

Irgend eine dieser Functionen GD hat ferner stets, aber auch nur 
dann D zum gröfsten gemeinschaftlichen Divisor mit M, wenn G relativ prim 
gegen 2V ist. Bezeichnen wir daher allgemein mit <p(A) die Anzahl der in 
Bezug auf A incongruenten Functionen, welche gegen A relativ prim sind, 
so ist die zweite von uns gesuchte Anzahl =cp(N). 

Schreiben wir nun sämmtliche Divisoren von M auf, mit der Beschrän- 

• 

kung, dafs keiner von ihnen dem Producte aus einem andern in eine Einheit 
congruent ist, also z. B. sämmtliche incongruente primäre Divisoren von M; 
so hat irgend eine Function einen dieser Divisoren, aber auch nur einen ein- 
zigen zum gröfsten gemeinschaftlichen Divisor mit M, woraus in Verbindung 
mit dem Vorhergehenden der Satz 

folgt, wo das Summenzeichen sich auf ein so definirtes System von Divisoren N 
der Function M bezieht. 
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Aas diesem Satze ergiebt sich sogleich der Ausdruck für <p(M) in 
dem Fall, wenn itf einer Potenz A n einer einzigen Primfunction congrnent 
ist. Ist a der Grad von A, so hat man zufolge des Satzes 

9{i) + 9(A) + 9 {JV + -» + 9(Ar^) + 9 (A*) = p*° 
und ebenso 

folglich 

9(J-) = ^--^c-o = f(l -1). 

Auf diesen Fall wird aber jeder andere durch folgenden Satt zurück- 
geführt: Sind itf, iV relativ prim gegen einander, so is\ <p(MN)—(p(M)(p(N); 
welcher sich so beweisen JäfsU Man bilde das vollständige System der gegen 
itf relativ primen und nach itf incongruenten Functionen G, deren Anzahl 
y(itf); ebenso bilde man in Bezug auf den Modulus N ein entsprechendes 
System von <p(N) Functionen H, und in Bezug auf MN ein solches System 
von (p(MJ\) Functionen F. Es ergiebt sich dann mit Hülfe der Scblufs- 
bemerkung des vorigen Artikels, dafs allen <p(M)q>(N) Combinationen von 
Congruenzen y = G (mod. itf) und y = Ä (mod. JV) eine, aber auch nur 
eine Lösung von der Form y = F (mod. itfiV) , und umgekehrt jeder der 
tp(MN) Congruenzen der letztern Form eine, aber auch nur eine Combination 
der erstem Form entspricht; woraus unmittelbar (p(MJN) = <p(M)q>(N) folgt. 

Seien nun A, J7, C etc. sämmtliche einander incongruente Primfunctionen 
resp. von den Graden a, ß, y etc., welche in einer Function itf vom Grade /i 
als Factoren enthalten sind, und zwar so, dafs keine dieser Primfunctionen 
etwa einem Producte aus einer andern von ihnen in eine Einheit congrnent 
ist, was man z. B. dadurch erreicht, dafs man sie alle als primär annimmt; 
dann ist 

,,(«) = ^0-i)(i_^)(i-i 

wie sich aus den vorhergehenden Sätzen leicht ergiebt. 



X. 



11. 

Man schreibe das vollständige System der gegen itf relativ primen 
und in Bezug auf itf incongruenten Functionen auf, deren Anzahl wir mit 
y(itf) bezeichnet haben. Multiplicirt man sie sämmtlicb mit einer und der- 
selben F, welche sich in ihrem Complexe findet, so bilden die 9 (itf) Producte 
wieder ein solches System, so dafs jedes Glied des einen Systems einem, 

2* 



I 
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aber auch nur einem einzigen Gliede des andern Systems nach dem Modul M 
congruent ist. Multiplicirt man daher alle diese <p(M) Congraenzen mit ein- 
ander, und berücksichtigt, dafs das Product der y(-'W) gegen M relativ primen 
Functionen ebenfalls gegen M relativ prim ist, so erhält man den Satz 

jpvw == i ( mod . m ) , 

welcher dem verallgemeinerten Satz von Fermal in der Zahlentheorie ent- 
spricht. 

Ist M eine Primfunction P vom Grade n, so ist (p(P) = p n — 1, und 
folglich 

F*"~ x = \ (mod.P) 

wenn F eine durch P nicht theilbare Function bedeutet, und allgemein ist 
ohne alle Beschränkung für F 

F* 71 = F (mod.P), 

wie unmittelbar einleuchtet. 

Hieraus folgt, dafs die Auflösung der Congruenz ersten Grades 

Ay = B (mod. iW) 

in dem Falle, wo A gegen 31 relativ prim ist, durch die Formel 

y = BA*™- 1 (mod. iW) 
gegeben wird. 

12. 

Von nun an wenden wir uns zu dem besondern Fall, in welchem der 
Modulus der Congruenzen eine Primfunction P vom Grade n ist. Dann be- 
steht folgender Satz: Eine Congruenz F(y)— Ay n -f -iVy-'-f etc.=0 (mod.P) 
kann nicht mehr als n nach dem Modul P incongruente Wurzeln haben. — 
Beweis: Wir nehmen an, der Satz sei für Congruenzen vom Grade n — 1 
bewiesen, und zeigen, dafs er dann auch für Congruenzen vom Grade n gilt. 
Gesetzt dann, unsere Congruenz n ten Grades hätte mehr als n incongruente 
Wurzeln, also mindestens n-fl. Sei W eine derselben, so ist für jede an- 
dere von dieser verschiedene y 

F(y)-F(W) = (y-W)F i (y) = (mod.P), 

wo F t (y) ein Polynom vom Grade n — 1 ist, und folglich hätte, da y — W 
nicht =0 (mod.P) sein kann, die Congruenz F t (y) = (mod. P) vom 
Grade w— 1 gegen unsere Annahme mindestens n Wurzeln. — Nun ist der 
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Satz für die Congruenzen ersten Grades schon früher bewiesen, folglich gilt 
er für jeden Grad. 

Hat aber unsere Congruenz n {en Grades wirklich n incongruente Wur- 
zeln W, W, IV" etc., so müssen die Coefficienten gleich hoher Potenzen 
von y in den beiden Polynomen 

F(y) = N^ + iVy-'-f etc. 

G(y) = N(y-WXy-tV')(y-fV") . . . 

einander paarweise nach dem Modul P congruent sein; denn sonst hätte die 

Congruenz 

^(v)-G(r) == (mod.P), 

deren Grad jedenfalls niedriger als n ist, n incongruente Wurzeln; sie darf 
daher gar keinen Grad haben, d. h. alle Coefficienten derselben müssen durch 
P theilbar sein. 

Nun haben wir im vorigen Artikel gesehen, dafs die Congruenz 

Z"" 1 = 1 (mod. P) 

durch jede der p 71 — 1 incongruenten gegen P relativ primen Functionen F 
befriedigt wird ; mithin ist identisch 

y v7l - X -\~ri{y-F) (mod.P), 

wo I7(y—F) das Product aus allen Factoren (y—F) bezeichnet. Daraus 
folgt als Analogon zu dem Satze von Wilson in der Zahlentheorie das Theorem 

U(F)-f 1 -=0 (mod.P), 

wo H(F) das Product aus allen p n — 1 nach P incongruenten und durch P 
nicht theilbaren Functionen bedeutet. Und umgekehrt mufs P eine Primfunction 
sein, wenn dieser Satz gilt; denn hätte P einen von einer Einheit verschie- 
denen Divisor D von niedrigerm Grade als n, so fände sich unter den p n — 1 
Functionen Feine (im Art. 10 bestimmte) Anzahl solcher, welche mit P den 
Divisor D gemeinsam hätten; daraus würde aber folgen, dafs auch die Einheil 
diesen Divisor hätte, was unmöglich ist. 



Potenzreste. 

la 

Sei M wieder ein beliebiger Modulus, A relativ prim gegen denselben, 
so sind auch alle Glieder der Reibe i, A, A 2 . . . in inf. relativ prim gegen 
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M; es mufs daher geschehen, dafs A m + n = A m (mod. M ) und folglich 
A n = l (mod. M ) wird. Sei a der kleinste Werth von n, für welchen 
dies eintritt , so sagt man: A gehört zum Exponenten a; und es sind die a 
Functionen 

incongruent nach dem Modul M, woraus folgt, dafs jede Zahl n, für welche 
J n = 1 (mod. M ) wird , durch a theilbar ist. Zufolge des Art. 1 1 ist aber 
jp{M)=_\ (mod. üf), also ist a ein Divisor von (p(M). Doch kann dies 
leicht direct bewiesen werden, und daraus ergiebt sich dann ein neuer Be- 
weis des Satzes A 9iM * = i (mod. ilf). Man braucht zu dem Zweck sich nur 
der bekannten Exhaustionsmethode zu bedienen, durch welche man die <p(M) 

gegen M relativ primen Functionen in — — - Gruppen, jede von a Gliedern 

zerfallt, deren allgemeine Form 

F, FA; FA\ ... FA«~ l 

ist, wo F irgend eine gegen M relativ prime Function bedeutet; denn es ist 
leicht zu zeigen, dafs zwei solche Gruppen entweder ganz identisch, oder 
ganz verschieden in Bezug auf den Modulus M sind. 

Wir verlassen den allgemeinen Fall und nehmen nun an, dafs der Mo- 
dulus eine Primfunction P vom Grade n ist. Ist dann A irgend eine durch 
P nicht theilbare Function, welche in Bezug auf P zum Exponenten a gehört, 
so ist a ein Divisor von p n — 1; es fragt sich: gehören zu jedem Divisor a 
von p n — 1 wirklich Functionen A? und wie viele? — 

Nehmen wir zuerst an, es gebe mindestens eine Function A, welche 
zu a gehört, so sind die a incongruenten Functionen 1, A, A\ . . . A Q ~ l 
sftmmtliche Wurzeln der Congruenz y a =\ (mod. P); alle zum Exponenten a 
gehörenden Functionen müssen daher Gliedern dieser Gruppe congruent sein, 
und es ergiebt sich leicht, dafls eine Function A a ' stets, aber auch nur dann 
zum Exponenten a gehört, wenn at relativ prim gegen a ist. Wenden wir 
daher die Charakteristik tp in der Bedeutung an, wie sie in der Zahlentheorie 
gebräuchlich ist , so ist die Anzahl der zu einem Divisor a von p n — 1 ge- 
hörenden Functionen entweder = 0, oder = <pa. Da aber jede der p n — 1 
durch P nicht theilbaren Functionen zu einem, aber auch nur zu einem ein- 
zigen der Divisoren a, a\ a" ... von p n — 1 gehören mufs, und aufserdem 
bekanntlich q>a -{- (pa f -f <pa" -f etc. = p 71 — 1 ist, so ergiebt sich iekiit, dafs zu 
jedem Divisor a von p n —\ wirklich q>a Functionen gehören. 
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Es giebt daher auch <p (p* — 1 ) incongruente dnrch den Modul P nicht 
theilbare Functionen, welche zum Exponenten p n — 1 gehören. Sei G irgend 
eine derselben, so sind die p n — \ Functionen 

1, G, G 2 , G\ ... G pn ~ 2 

sämmtlich incongruent, und sie bilden daher das vollständige System der in- 
congruenten durch P nicht theilbaren Functionen, so dafs also jede durch P 
nicht theilbare Function einer von ihnen, aber auch nur einer einzigen con- 
gruent ist. Diese <p(p n — 1) Functionen G heifsen primitive Wurzeln der 
Primfunction P. Nimmt man eine derselben G als Basis an, und ist F eine 
beliebige durch P nicht theilbare Function, so kann man stets 

F = G n (mod. P) 

setzen, wo n = oder eine positive ganze Zahl <ip n —\ ist. Diese Zahl n 
heifst dann der Index der Function F bezüglich der Basis G, in Zeichen 

F = G lad ' F (mod.P). 

Dann leuchten folgende Sätze ein, in weichen A, B Functionen be- 
deuten, welche durch P nicht theilbar sind, und in denen die Basis der 
Indices unverändert bleibt: Ind. (AB) = Ind. -4-f-Ind. B (mod. p n — 1), 
Ind.(J") = n Ind.^1 (mod./f*— 1); ferner folgt aus A = B (mod. P) not- 
wendig Ind. A = Ind. B und umgekehrt. 

Ein anderer Satz welcher seiner Natur nach von der Wahl der Basis, 
unabhängig ist, lautet folgendermafsen : Gehört eine Function A zum Ex- 

ponenten a, so ist der gröfste gemeinschaftliche Divisor von p n — 1 

und Ind.il; und umgekehrt. 



Binomische Congruenzen. 

14. 

Soll die binomische Congruenz y* = A (mod. P), in welcher A 
eine durch P nicht theilbare Function bedeutet, lösbar sein, so mufs 
nlnd.y = Ind.^t (mod.p 71 — 1) sein; ist nun <? der gröfste gemeinschaft- 
liche Divisor von n und p n —l, so mufs auch Ind. J durch d theilbar sein, 
wenn diese Congruenz möglich sein soll, und dann hat sie in der That <? 
nach dem Modul p n — 1 incongruente Wurzeln Ind.y, denen ebenso viele 
nach dem Modul P incongruente Wurzeln y der binomischen Congruenz ent- 
sprechen. 
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Die erforderliche and hinreichende Bedingung für die Möglichkeit dieser 
Congruenz, dafs nämlich Ind. ^4 durch den gröfsten gemeinschaftlichen Divisor <? 
von n und p n — 1 theilbar sein mufs, ist unabhängig von der Wahl der Basis 

und offenbar identisch mit der Bedingung, dafs A eine Wurzel der Congruenz 

p 71 — 1 

y ** E£ 1 (mod. P) ist; und man hätte dieses Kriterium auch leicht ohne 
Hülfe der Theorie der Indices ableiten können. Zugleich leuchtet nun ein., 

dafs die vorgelegte binomische Congruenz für - — -r — incongruente Functio- 
nen A möglich ist, und nur für diese. 



Quadratische Reste. 

15. 

Wenden wir die letzten Resultate auf den Fall an, in welchem n = 2 
und p ungerade ist (der Fall p = 2 ist leicht zu absolviren), so ergiebt sich, 
dafs die Congruenz 

y 2 = A (mod. P) 

stets, aber auch nur dann möglich ist, wenn A eine der 1(^-1) Wurzeln 
der Congruenz 

y*0 M - l) = l (mod.P) 

ist, die wir quadratische Reste der Primfunction P nennen, während die 
übrigen \(p n — 1) incongruenten durch P nicht theilbaren Functionen quadra- 
tische Nichtreste von P beifsen; und jedes Mal, wenn A quadratischer Rest 
von P ist, hat die vorgelegte Congruenz zwei incongruente Wurzeln. Die 
\ (/>** — 1 ) Nichtreste sind offenbar die Wurzeln der Congruenz 

y Mv n -:» == _i (mod.P). 

Doch lassen sich alle diese Sätze auch unmittelbar aus den ersten 
Elementen ableiten, und zugleich ergeben sich dann neue Beweise für die 
beiden Sätze, welche denen von Fermat und Wilson in der Zahlentheorie 
analog sind. Ist A eine bestimmte der p n — \ durch P nicht theilbaren Functio- 
nen, so gehört zu jeder beliebigen F derselben eine, aber auch nur eine F\ 
so dafs FF' = A (mod. P) ; wenn nun erstens A quadratischer Nichtrest 
von P ist (d. h. wenn die Congruenz y 7 = A (mod. P) unmöglich), so sind 
F und F f stets incongruent, und es zerfällt das System sämmtlicher p n — \ 
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Functionen F in {(p* — 1) Paare F,F'\ woraus leicht folgt, dafs 

n(F) = A k{pn ' X) (mod.P) 

ist, wo das Zeichen 77 dieselbe Bedeutung hat, wie im Art. 12. Ist aber 
zweitens A quadratischer Rest, d. h. ist die Congruenz y 7 = A (mod.P) 
möglich, so ist einleuchtend, dafs diese zwei Wurzeln von der Form W 
und — H^hat, und das Product dieser beiden Functionen ist =— <4 (mod.P); 
die übrigen p n — 3 Functionen F zerfallen aber, wie im ersten Falle, in 
\(p n — 3) Paare incongruenter Functionen F,F'; woraus folgt, dafs in diesem 
Falle 

I7(F) =-^ (p ""- 1> (mod.P) 

ist. Da nuu 1 quadratischer Rest von P ist, so folgt aus dem zweiten Fall 
zunächst der Satz 

77(F)+1 = (mod.P), 
sodann, dafs 

J^^s + l oder =-1 (mod.P) 

je nachdem A quadratischer Rest oder Nichlrest von P ist, und endlich, dafs 
in beiden Fallen 

£*~ % = 1 (mod.P) 

ist. Die Anzahl der quadratischen Reste bestimmt sich endlich folgendermafsen. 
Man kann die p n —\ Functionen F in \(p" — 1) Paare von der Form F, 
— /P zerlegen, woraus folgt, dafs es höchstens \\p* — ^ incongruente Quadrate, 
also auch höchstens ebenso viel incongruente quadratische Reste giebt; da 
aber aufserdem je zwei verschiedenen Paaren, wie leicht zu beweisen ist, 
wirklich incongruente Quadrate entsprechen, so giebt es in der That 4(// 7r — 1) 
quadratische Reste und ebenso viele Nichtresle. 

16. 

Das Zeichen C~) möge -f 1 oder — 1 bedeuten, je nachdem (die 

durch die Primfunction P nicht theilbare Function) A quadratischer Rest oder 
Nichtrest von P ist Dann leuchten folgende Sätze ein: 

1) Ist A=B (mod.P), so ist (y) = (^)- 

2) \-jr) — (tX"p) oc * er allgemeiner: das Produot aus einer be- 
liebigen Anzahl von Functionen (die durch P nicht theilbar sind) ist quadra- 

Jouroal für Mathematik Ba. UV. Heft 1. 3 
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tischer Rest oder Nichtrest, je nachdem die Anzahl der Factor en, welche 
Nicblreste sind, gerade oder ungerade ist. 

Man kann auch noch ein anderes Kriterium aufstellen, um zu ent- 
scheiden, ob eine Function A quadratischer Rest oder Nichtrest von P ist. 
Theilt man nämlich sämmtliche p n — 1 Functionen F in \(p n — 1) Paare von 
der Form F\ —F, und nimmt aus jedem Paare willkürlich eine Function, so 
erhält man eine Gruppe von %(p n —\) Functionen F y deren Quadrate sämmt- 
lich incongruent sind, und ebenso bilden die übrigen \{p n — 1) Functionen 
— F eine solche Gruppe. Nun bilde man die Producte aus jeder Function der 
einen Gruppe in die Function A und bezeichne mit u die Anzahl derjenigen 
unter diesen Producten, welche Functionen der andern Gruppe congruent sind; 
so ist leicht zu zeigen, dafs 

ji(p n ~t) ^ ( _ ly , (mo(J p) 

oder (-p ) = (— \y ist. Je nachdem also fi gerade oder ungerade, ist A 
quadratischer Rest oder Nichtrest von P. 

VI. 

Die Frage: „Von welchen Primfunctionen P ist eine gegebene Function 
A quadratischer Rest?", welche für die Theorie der quadratischen Formen 
(mit Functionen einer Variablen x) von Wichtigkeit ist, wird vermöge des 
vorigen Artikels auf den Fall reducirt, in welchem A eine Primfunction R 
(vom Grade (>) ist. Die analoge Frage in der Zahlentheorie wird bekanntlich 
durch den (zuerst von Gaufs bewiesenen) sogenannten Reciprocitäts - Satz von 
Legendre beantwortet. Diese Analogie, welche sich bisher in allen Principien 
und Beweisen bewährt hat, läfst keinen Zweifel an der Existenz eines ent- 
sprechenden Äatzes in unserer Theorie übrig. Dieses Theorem lautet in der That 

(t)(4) - (v)""- 

worin P, R primäre Primfunctionen resp. von den Graden n, p bedeuten, 
und Q—) = ( — 1)Kp-o d as Zeichen von Legendre ist. Der Fall, in welchem 
P, R nicht primär sind, lafst sich unmittelbar auf diesen zurückführen. Defin 
bedeutet E irgend eine der p— 1 Einheiten, so ist stets (^p) =: (p)» wo -** 

irgend eine durch P nicht theilbare Function ist; und aufserdem ist [p)=(ß-j , 
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wo e eine Zahl = E (mod. p) und (— ) das Zeichen von Legendre ist. 

Beide Sätze sind leicht zn beweisen. 

Der Beweis unseres Theorems kann ganz analog dem fünften Gauf*- 
schen für den Satz von Legendre geführt werden und stützt sich dann auf 
das am Schlüsse des vorigen Artikels bewiesene Lemma. Man betrachtet die 
vollständigen Systeme incongruenter Functionen (mit Ausnahme derer, welche 
~ sind) in Bezug auf die drei Moduli P, R, PR y und wählt dazu immer 
die incongruenten Functionen, deren Grade kleiner sind als der des entsprechen- 
den Modul. Jedes dieser drei Systeme theili man in zwei Gruppen von gleich 
viel Gliedern ein, deren erstere sämmtliche Functionen F enthält, deren höch- 
ster Coefficient einer der Zahlen 1, 2, ... \{p — 1) congruent ist, während die 
andere Gruppe die übrigen Functionen — F enthält, deren höchster Coefficient 
einer der Zahlen — 1, — 2, ... — \{p — 1) congruent ist. Die weitere Ein- 
teilung der beiden Gruppen des dritten Systems, welches sich auf den Mo- 
dulus PR bezieht, in jedesmal acht Ciassen mit Bezug auf die Moduli P, R 
und die Schlafsfolgerungen daraus bis zu dem letzten Resultat hin, in welchem 
der Beweis des Theorems enthalten ist, sind denen der citirten Abhandlung 
von Gaufs so ähnlich, dafs die vollständige Durchführung Niemandem entgehen 
kann. Und hiermit wollen wir diesen Theil unserer Theorie verlassen, da 
seine weitere Entwicklung sich von selbst ergiebt. 



■ 

Bestimmung der Primfunctionen. 

18. 

Sei P eine Primfunction vom Grade n, A eine beliebige Function: 

0k #1 4\ 

bildet man die unendliche Reihe A, A , A , A . . . , so mufs es natürlich ge- 

schehen, dafs ein Glied A einem frühem Gliede A nach dem Modul P 
congruent ist (im Fall A der Null oder einer Einheit congruent ist, wird schon 

A V = A (mod. P)); da ferner allgemein A p ebA (mod. P) ist, so kann 

m-f-n m 

man annehmen, dafs m<^n ist; erhebt man daher die Congruenz A ^J 

zur Potenz p n ~ m , so ergiebt sich leicht A =A (mod. P). Sei nun p>0 
der niedrigste Werth von n, für welchen dies eintritt, so wollen wir sagen: 
die Function A pafsl zur Zahl p. Dann sind die (> Functionen 

(».) A ; A p , A v \ . . . A V *~ X 
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säromtlich incongruent, denn aus A ~A wflrde wieder A =A folgen. 

Daraas ergiebt sich dann leicht, dafs. wenn A = ,4 ist, n nothwendig dnrcb 
p theilbar sein mors. Also ist jedenfalls p ein Divisor von n. 

Es fragt sich nun: Passen zu jedem Divisor p von n wirklich Functio- 
nen? und wieviele? — Zunächst leuchtet ein, dafs die Anzahl der (incon- 
gruenten) Functionen, welche zu p passen, ein Multiplum p-V((0 von p sein 
mufs (die Null vorläufig nicht ausgeschlossen). Denn wenn A zu p pafst, so 
passen auch die p in dem Coraplex (21.) enthaltenen Functionen zu p.; ebenso 
die p Functionen 

(53.) B, B , B , . . . B , 

wenn B zu p pafst; und endlich sind zwei solche Complexe (21.) und (8.) 
entweder ganz identisch, oder ganz verschieden in Bezug auf den Modulus P. 
Ferner ist klar, dafs alle zu p passenden Functionen unter den Wurzeln 
der Congruenz 

y = . y (mod. P) 

zu suchen sind, und jede Wurzel dieser Congruenz pafst zu einem bestimmten 
Divisor von p. Endlich hat diese Congruenz in der That p* incongruente 

Wurzeln, was sich unmittelbar daraus ergiebt, dafs y — y algebraisch durch 

y v —y theilbar ist. Und da unter diesen p* Wurzeln auch sämmtliche Functio- 
nen enthalten sind, die zu einem beliebigen Divisor S von p passen, so er- 
giebt sich die Gleichung: 

2d.y,(d) = p*, 

wo sich das Summenzeichen auf sämmtliche Divisoren d von p bezieht. Stellt 
man nun diese Gleichung für jeden Divisor p von n auf, so erhält man offen- 
bar ebensoviel Gleichungen, als unbekannte Zahlen t//(cT) zu bestimmen sind. 
Für den Fall, dafs n eine Potenz a a einer Primzahl a ist, ergiebt sich die 
Auflösung unmittelbar; denn dann ist, wenn o! eine der Zahlen 1, 2, 3 ... a 
bedeutet, 

tt* et 4 t 

l.^(l)-j-o.i//(a)-f ••'-\-a .y(a ) = p 



••' 






.a'— J 



folglich a" .ip(a tt )=p n —p" die Anzahl der incongruenten Functionen, 
welche zu dem Divisor a a ' von n = a a passen. 

Doch läfst sich auch die allgemeine Auflösung des Problems vermöge 
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des folgenden allgemeinen Theorems leicht hinschreiben : Seien f(m) und F(m) 
zwei von der ganzen Zahl rn in der Weise abhängige Functionen, dafs die 
letztere gleich ist der Summe der Werthe der erstem für alle Divisoren von m; 
so läfst sich umgekehrt f{m) als algebraische Summe einer Reihe von Werthen 
der Function F(m) darstellen. Seien a, A, c . . . sSmmtliche von einander 
verschiedenen Primzahlen, welche in m aufgehen, so ist 

wo die Summen /.eichen auf der rechten Seite sich der Reihe nach auf alle 
Combinationen zu 1, 2, 3 u. s. w. aus den Primzahlen a, b, c ... bezieben. 
Und es ist leicht zu sehen, dafs dasselbe Theorem auch gilt, wenn die Functio- 
nen /) F sich auf irgend welche Elemente m beziehen, denen jedesmal be- 
stimmte andere Elemente nach denselben Principien entsprechen« wie die Divi- 
soren einer ganzen Zahl dieser Zahl selbst entsprechen. 

So folgt aus diesem Salze unmittelbar die Bestimmung der in der Zahlen- 
theorie gebräuchlichen Function 

--O-S-X'-tX» -!■)••■ 

aus dem Satze JE(p(d) = m, wo cT alle Divisoren von m zu durchlaufen hat. 

Ebenso ergiebt sich aus dem in Art. 10 bewiesenen Satze 2£(p(N)=p u 
die Umkehrung 

-K»-£X« -£)0- £)•••« 

denn in diesem Falle war F(M) = pf i . 

In unserm Falle haben wir f(m)z=m.ys(m) und F{m) = p m i und es 
ergiebt sich also 



tu tn m 



m.y/(m) = p m — Sp a -f-2> a6 — 2p abc \~* 

als die Anzahl der nach dem Modul P incongruenten Functionen, welche zu 
dem Divisor m des Grades n von P passen; und hier bezeichnen wieder 
a, b y c . . . sfimmtlicbe von einander verschiedene Primzahlen , weiche in m 
aufgehen. 
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Die Unabhängigkeit dieses Ausdrucks von dem Multiplum n der Zahl m 
und der besondern Natur der Primfunction P Ififst vermuthen, dafs derselbe 
eine allgemeinere Bedeutung bat, was sieb auch bald herausstellen wird. 

19. 

Satz: Die Function x F —x ist nach dem Modul p congrnent dem 
Producte aus allen primären iueongruenten Primfunctionen, deren Grade Divi- 
soren von n sind. — 

Beweis: 1) Die vorgelegte Function kann keine einander congruenten 
Factoren enthalten, da ihre Derivirte einer Einheit congruent ist. 

2) Sie ist durch jede Primfunction R theilbar, deren Grad p ein 

Divisor von n ist. Denn es ist of = x (mod. JR) , und wenn man beide 
Seiten immer wieder zur Potenz p? erhebt 

x = x pH = x p ="- = x p (mod. Ä). 

3) Sie kann keinen Primfactor von höherm Grade als n enthalten. 
Denn bezeichnet f(x) eine beliebige Function, so ist, wie leicht zu zeigen, 
für jede positive ganze Zahl h: 

nx/=f(x ?h ) (mod./i). 

Ist nun Q irgend ein Primfactor von x — x, so ist also 

f(xf = f(x pn ) = f(x) (mod. 0); 

mithin sind alle in Bezug auf Q incongruenten Functionen f(x) Wurzeln der 

Gongruenz y =y (mod. Q). und folglich kann die Anzahl dieser in Bezug 
auf Q incongruenten Functionen nicht grösser als p 71 , folglich der Grad von Q 
nicht gröfser als n sein. 

4) Der Grad jedes Primfactors von x v — x ist ein Divisor von n. 
Denn es folgt aus 3), dafs die Function x in Bezug auf eine Primfunction Q 
vom Grade u zur Zahl u selbst pafst (so dafs die u Functionen x, x p , 

.r T , . . . x in Bezug auf Q incongruent sind); ist daher x =x (mod. 0), 
so mufs ti ein Divisor von n sein. 

5) Die Function x — x enthält daher alle Primfunctionen. deren 
Grade Divisoren von n sind, und nur solche, ferner jede nur ein Mal, und 
da ihr höchster Coefficient = \ (mod. p) ist, so ist sie dem Producte aus 
allen primären Primfunctionen congruent, deren Grade Divisoren von n sind. 
W. Z. B. W. 
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20. 

Bezeichnet man daher die Anzahl der primären Primfonctionen von 
irgend einem Grade p mit y((0* so ist 

worin sich das Summenzeichen auf alle Divisoren p der Zahl n bezieht. Ver- 
gleicht man diese Formel mit der im Art. 18, wo die allgemeine Auflösung 
solcher Gleichungen gelehrt ist, so ergiebt sich, dafs die Function */' hier wie 
dort für gleiche Argumente stets denselben Werth hat; und es ist nun auch 
nicht schwer, die Identität der Bedeutung derselben in beiden Untersuchungen 
nachzuweisen. 

Zunächst ziehen wir aus der im Art. 18 entwickelten Form für m.ip(m) 
den Schlufs, dafs es in der That Primfunctionen von jedem Grade m giebt; 
denn wäre die rechte Seite =0, so könnte man sie durch ihr letztes Glied 



m 



pabc. djyidireu^ woraus folgen würde, dafs die Zahl 1 als algebraische Summe 
einer Reihe von Potenzen einer Primzahl /j(>1) darstellbar wäre, was un- 
möglich ist, da 1 nicht durch p theilbar ist; und negativ kann m.y(m) seiner 
Bedeutung nach nicht sein. 

Sei nun P eine Primfunction vom Grade n, und A eine Function, 
welche in Bezug auf den Modulus P zu dem Divisor q von n pafst. Dann 
sind die Coefficienten sämmtlicher Potenzen von y in dem Producte 

(y-A)(y-A v )(y—A p ) ... (y-A p9 ~) 

nach dem Modulus P Zahlen congruent. Denn jeder Coefficient ist eine 

symmetrische Function der p Functionen A, A v , . . . A p und bleibt daher 
sich selbst congruent, wenn man x durch x v ersetzt, d. h. er ist eine Wurzel 
der Congruenz y?E^y (mod. P). Mit andern Worten, diese Gruppe von y 
Functionen, welche zu dem Divisor p passen, bildet das vollständige Wurzel- 
system einer Congruenz 

Ä (>•)== (mod. P) 

vom Grade $>, deren Coefficienten von x unabhängig sind. Umgekehrt läfst 
sich aber auch leicht zeigen, dafs, wenn eine Congruenz, deren Coefficienten 
von x unabhängig sind, eine Wurzel A besitzt, welche zu dem Divisor p von 

n pafst, sie auch die übrigen p — 1 Functionen Al , A v y ... A ps zu Wurzeln 
haben mufs (ein Satz, der sich leicht verallgemeinern läfst). Daraus folgt, 
dafs R(y) nach dem Modul p nicht in Factoren niedrigem Grades zerlegt 
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werden kann, oder mit andern Worten, dafs R(x) eine Primfunction vom 
Grade p ist. Die identische Congruenz 



/ - y = II(y - F) (mod. P) 

führt daher, wenn man die Factoren, welche eine Gruppe zusammengehöriger 
zu einer und derselben Zahl passender Functionen jF bilden, jedesmal in einen 

Factor zusammenzieht, zur Zerlegung der Function y — y in ihre irreductibeln 
Factoren in Bezug auf den Modulus p. Auf diese Weise ist der Zusammen- 
hang der Betrachtungen des Art. 18 mit der Bestimmung der Anzahl der Prim- 
funetionen vollständig dargelegt. 

Sei nun M eine beliebige Function vom Grade fi und zwar 

M = EA a B h C c ... (mod./;), 

worin E eine Einheit, A, B, C etc. incongruente primäre Primfunctionen resp. 
von den Graden a, ß, y etc. sind. Sei ferner n irgend eine durch sämmtliche 
Zahlen et, ß, y etc. theilbare Zahl und P eine Primfunction vom Grade n. 
Dann hat nach dein Vorhergehenden jede der Congruenzen 

A(y) = Q (mod.P), B(y) = (mod.P), etc. 

ebensoviel incongruente Wurzeln, als ihr Grad beträgt, und zwar ist der Grad 
die Zahl, zu welcher die Wurzeln passen. Daraus folgt, dafs man stets eine 
identische Congruenz von der Form 

M(y) = -B{n(y-A')\*{n( r -B?)} h ... (mod. P) 
aufstellen kann, in welcher 

und i' eine Function ist, welche zum Divisor a von n pafst. 

22. 

Mau kann endlich auch das Product aller primären Primfunctionen eines 
bestimmten Grades in isolirt darstellen, mit Hälfe eines Satzes, welcher dem 
im Art. 18 ohne Beweis angeführten analog ist und durch einen logaritbmischen 
Uebergang leicht aus diesem abgeleitet werden kann. Dazu fuhrt folgender 
Gedankengang. Sind a, b zwei ganze positive Zahlen, und ist c<Zb der 
bei der Division von a durch b bleibende (nicht negative) Rest, so ist x c — 1 
der Rest, welcher bei der algebraischen Division von x a — 1 durch x b —\ 
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bleibt; und dies bleibt auch noch richtig, wenn man für x eine beliebige 
positive ganze Zahl p einsetzt. Ist daher k der gröfste gemeinschaftliche 
Theiler von a, b, so ist algebraisch x h — 1 der gröfste gemeinschaftliche Theiler 
von x a — 1, x b — 1 ; und ebenso ist im gewöhnlichen Sinne p h — 1 der gröfste 
gemeinschaftliche Theiler von p a — 1, p b — 1. Daraus folgt durch abermalige 

Anwendung desselben Satzes, dafs algebraisch x — 1 der gröfste gemein- 

schaftliche Theiler von x — i, a? — 1, und also auch x — x der 

a b 

gröfste gemeinschaftliche Theiler von x p — x, x v — x ist. 

Sei nun m irgend eine positive ganze Zahl, welche durch keine aqdern 
Primzahlen als a, b, c . . . theilbar ist, so folgt aus den vorhergehenden Prin- 
cipien, dafs 



m m 



(x pm — x)\n(x v * — x) xn(x v<l — x):II(x p — a?)X-- 

eine ganze Function ist; hierin bezieht sich das Product - Zeichen 77 der Reihe 
nach auf die verschiedenen Combinationen zu 1, 2, 3 u. s* w.; und die. mit 
einander abwechselnden Divisions- und Multiplicationszeichen beziehen sich 
jedesmal nur auf das zunächst folgende Product. 

Nehmen wir nun hierin p als Primzahl an, so ergiebt sich aus den 
vorhergehenden Artikeln, dafs die nach dem so eben bezeichneten Gesetze 
.gebildete ganze Function in Bezug auf den Modul p congruent ist dem Pro- 
ducte aus allen incoDgruenten primären Primfunctionen vom Grade m. Der 
Grad dieser Function ist, Obereinstimmend mit Art. 18, gleich 



fn in in 



* • • 



/> m — JSp a -±J£p ab — 2p abc \ 

Die gemeinschaftliche Quelle des im Art. 18 angeführten und des ana- 
logen so eben benutzten Satzes ist folgende. Sei m irgend eine ganze Zahl ; 
ferner a, b, c, . . . k sämmtliche von einander verschiedene in m aufgehende 
Primzahlen; man bilde zwei getrennte Complexe D, D f von Divisoren der 
Zahl m nach folgendem Princip, In den Complex D nehme man Zunächst 

alle Divisoren der Zahl m auf; in den Complex & alle Divisoren von — , 
aUe Divisoren von -r u. s. w. ; dann wieder in den Complex D alle Divisoren 
von -T-, von — , von y- u. s. w.; dann wieder in den Complex Df alle 

Aftft Atta 

Divisoren von —t- u. s. w., bis man endlich auch alle Divisoren von — L — r 

aoc 7 abc.k 

entweder in den Complex D oder in den Complex D f aufgenommen hat, je 
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nachdem die Anzahl der Primzahlen a, b } c, ... k eine gerade oder ungerade 
ist Dann ist leicht zu zeigen, dafs jeder Divisor der Zahl m eben so oft in 
dem einen wie in dem andern Complex vorkommt, mit Ausnahme des Divisors m 
selbst, der lediglich und nur ein einziges Mal in dem Complex D vorkommt. 
Es bedarf nur eines Blickes, um hieraus die Umkehrungen der Gleichungen 

JS/X tf) = F(m) oder IIf{d) = F(m) 

abzuleiten, in welchen das Summen- oder Product - Zeichen 2 oder 77 sich 
auf sämmtliche Divisoren d einer beliebigen Zahl m bezieht; diese Auflösun- 
gen sind in den Formeln 

f(m) = F(»)-*F(Ä) + *F(J»)-elc. 
oder 

f(m) = F(m):/7F(^)x/7F(^): . . . 
enthalten. 

Göttingen, ün Öctober 1856. 
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2. 

Beweis für die Irreductibilit&t der Kreistheilungs- 

Gleichungen. 

(Von Herrn Dedekind in Göttingen.) 



.Nachdem Gaufs zuerst die Irreductibilität der Gleichung x . = 

für den Fall bewiesen hatte, dafs p eine Primzahl ist, lag es nahe, einen Ähn- 
lichen Satz zu vermuthen, welcher sich auf die Theilung des Kreisumfangs in 
eine beliebige Anzahl m gleicher Theile bezieht Dieser Satz wird so lauten: 

„Die Gleichung vom Grade <p(m), welche sämmt liehe <p(m) primi- 
tive Wurzeln der Gleichung x m = 1 zu Wurzeln hat, ist irreductibel" 

Dem Beweise von Gaufs folgte zunächst eine Reibe anderer von 
Kronecker, Schönemann, Eisenslein, die auf wesentlich verschiedenen Prin- 
cipien beruhen, sich aber sämmtlich auf denselben einfachsten Fall beziehen, 
in welchem m eine Primzahl ist. Doch sieht man leicht, dafs diese Principien 
auch noch auf den Fall anwendbar sind, in welchem m nur durch eine einzige 
Primzahl theilbar, also eine Potenz dieser Primzahl ist, und namentlich wurden 
die Beweise von Kronecker und Eisenstein in diesem Sinne von Serret 
verallgemeinert. Allein diese Principien reichen nicht mehr aus, sobald die 
Zahl m durch mehrere Primzahlen theilbar ist, weil dann die in Rede stehende 
Gleichung in verschiedener Hinsicht einen wesentlich andern Charakter an- 
nimmt. Auf diesen Punct hat zuerst Kronecker in einer Abhandlung auf- 
merksam gemacht, welche zugleich den ersten Beweis des obigen und zwar 
noch verallgemeinerten Theorems enthält. Obgleich nun dieser Satz für die 
algebraische Auflösung der Gleichung x m — i nicht gerade erforderlich ist, da 
diese bekanntlich immer auf den Fall zurückgeführt werden kann, in welchem 
fit die Potenz einer einzigen Primzahl ist, so verdient doch vielleicht ein neuer 
Beweis desselben, der sich durch seine Einfachheit auszeichnet, die Aufmerk- 
samkeit derjenigen Mathematiker, welche sich mit diesem Theile der Algebra 
beschäftigen. 

1. 

Der neue Beweis stutzt sich auf elementare Sätze Aber die Congruen- 
zen höherer Grade, und ich werde mich in dieser Beziehung auf den vor- 
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« 
stehenden Aufsatz Ober die Theorie derselben berufen ; aufserdem benutze ich 

noch den folgenden zuerst von Schönemann bewiesenen Satz: Ist 

f{x) = (x — a)(x-ß) ... (x — X) 

eine ganze rationale Function mit reellen ganzzahligen Coefficienten , p eine 
absolute Primzahl, und 

f x (x) = (x-^ix-f) ... (x-X p ); 

so sind die Coefficienten dieser letztern Function ebenfalls ganze reelle Zahlen 
und zwar den entsprechenden Coefficienten von f(x) congruent nach dem 
Modulus p, in Zeichen 

f x (x) == f(x) (mod./O- 
Für den directen Beweis dieses Satzes, welcher eigentlich nur eine sehr 
specielle algebraische Anwendung der genannten Theorie der höhern Con- 
gruenzen ist, mag hier folgende Bemerkung genügen. Sieht man a, ß, ... X 
als ganz unbestimmte Gröfsen an, und bezeichnet mit A und A t irgend zwei 
einander entsprechende Coefficienten der beiden Functionen f(x) und fi(x\ 
so leuchtet ein, dafs man A p = A l -\-pA 2 setzen kann, worin A x und A 2 
ganze, ganzzahlige und zugleich symmetrische Functionen von a, ß, ... X und 
folglich auch (nach dem Fundamentalsatze Ober die Transformation symmetri- 
scher Functionen) ganze und ganzzahlige Functionen der Coefficienten A von 
f(x) sind. Sind daher diese Coefficienten ganze reelle Zahlen, so erhalt man 
A p = A L (mod. f>) , und nach dem Fermat'schen Satze also auch A = A X 
(mod. p) , was zu beweisen war. 

2. 

Es sei nun a irgend eine primitive Wurzel der Gleichung ■ x m = 1 
und f(x) der durch x — a theilbare irreductibele Factor x m — 1, dessen ratio- 
nale Coefficienten sämmtiich ganze Zahlen sein müssen, wenn der der höchsten 
Potenz von x gleich Eins angenommen wird (Disqu. Arithm. Art. 42). Der 
zu beweisende Satz ist dann identisch mit dem folgenden: „ZK* Gleichung 
f(x) = Q hat zu Wurzeln sdmmf liehe <p(m) primitive m u Wurzeln der 
Einheit, und keine andern." Der Beweis des letztern Theils dieses Satzes 
hat keine Schwierigkeit, soll aber doch der Vollständigkeit halber hier nicht 
fibergangen werden« Ist a r irgend eine Wurzel der Gleichung f(x) = — 
und in dieser Form sind ja alle ihre Wurzeln enthalten — so folgt in be- 
kannter Weise aus der Irreductibilität von f(x), dafs j.edes Glied der Reihe 
a r , a r \ a r * . . . eine Wurzel der Gleichung ist, und dafs iq dieser Reihe froher 



2. Dedekinäß Irredueiibilität der Kreist Heilung* -Gleichungen. 29 



oder später ehnnal ein Glied a r kommen mufs, welches = a ist ; daraus folgt 
aber r" = l (mod.m), und es ist daher r relative Primzahl gegen m, nnd 
folglich a r ebenfalls eine primitive m te Wurzel der Einheit. 

Ungleich schwieriger ist der Nachweis des ersten Theils, dafs nämlich 
umgekehrt jede primitive m te Wurzel der Einheit (d. h. jedes a r , wenn r re- 
lative Primzahl gegen m ist) der Gleichung f(x) = genügt; doch kann man 
das Problem sogleich auf den einfachsten Fall reduciren, in welchem r eine 
absolute Primzahl ist, die natürlich nicht in m aufgehep darf« Ist nämlich be- 
wiesen, dafs a r , a* der Gleichung f(x) = genügen, so mufs auch <% r * ihr 
genügen ; denn da der Annahme nach a der rationalen Gleichung f(x r ) = 
genügt, so mufs ihr auch jede andere Wurzel a* der irreductibela Gleichung 
ftx) = genügen. Offenbar braucht also nur noch gezeigt zu werden, dafs 
jedes a p der Gleichung f(x) = genügt, wenn p eine absolute Primzahl ist, 
welche nicht in m aufgeht. 

Um dies zu beweisen, bemerken wir, dafs die Wurzeln der irreductibeln 
Gleichung /£(#) = (), welcher a p genügt, mit den /* Un Potenzen der Wurzeln 
der Gleichung f(x) = übereinstimmen müssen ; denn da a p ebensowohl eine 
rationale Function von a, wie umgekehrt a von a p ist ([nämlich = (a p ) , wenn 
pp' = l (mod. in)), so müssen die Grade der beiden Functionen/^) und 
fi{x) einander gleich sein. Setzt man daher 

f(x) = (x-aXx-ß) ... (*-*), 
so ist 

f x (x) = (x — a p )(x— ß p ) ... (x — l p ) 

und folglich nach dem oben bewiesenen Satze ton Sehönetnann 

f x (x)E=f(x) (mod./O- 
Und aus dieser Congruenz zwischen den beiden Functionen fix) und fi(x) 
folgt auch ihre Identität. Denn nehmen wir an, die beiden irreductibeln 
Functionen f(x) und fi(x) sind nicht identisch, so können sie auch keinen ge- 
meinschaftlichen Factor haben, und folglich ist x m — 1 durch ihr Prodnct 
theilbar, da x m — 1 sowohl durch f(x) als auch durch f t (x) theilbar ist. Es 
wäre daher x m —i einem Producte von Factoren gleich, unter denen minde- 
stens zwei einander nach dem Modulus p congruent wären. Dann müfste 
(zufolge Art. 6 des vorstehenden Aufsatzes über die höhern Congruenzen) die 
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Function x m — i mit ihrer ersten Derivirten mx m ~ l nach dem Modulus p ge- 
meinschaftliche Divisoren haben; da aber m nicht durch p theilbar, und folglich 
mx m ~ l auch nicht = (mod. p) ist, so hat mx m ~ l nach dem Modulus p nur 
solche primäre Primfactoren, welche =x sind; und offenbar hat x m —l keinen 
solchen Primfactor nach dem Modulus p, da sonst fflr x = Q auch x m — 1 = 
werden müfste, was ja nicht der Fall ist. 

Mithin sind die beiden Functionen f(x) und fi(x) identisch; jedes a p 
und folglich auch jedes a r genagt also einer und derselben irreductibeln Glei- 
chung f(x) = 0, wenn r relative Primzahl gegen m ist. W. Z. B. W. 

Göttingen, im October 1856. 




31 



3. 

Über die Erzeugnisse krummer projektivischer 

Gebilde. 

(Von Herrn H. Schröter in Breslau.) 



In den Monatsberichten der Berliner Akademie vom Januar 1856*) 
hat Herr Professor Steiner eine besondere Kurve dritter Klasse und vierten 
Grades beschrieben, welche beim geradlinigen Dreieck auftritt und viele in- 
teressante Eigenschaften hat. In der angeführten Abhandlung erscheint diese 
Kurve als die Enveloppe aller derjenigen Geraden (Fufspunktenlinien), welche 
man erhält, wenn man aus den Peripheriepunkten des einem Dreiecke umbe- 
schriebenen Kreises jedesmal die drei Perpendikel auf die Seiten desselben 
fällt, deren Fufspuokte in einer solchen Geraden liegen. Dieselbe Kurve läfst 
sich aber auch auf eine andere Art definiren, wobei sie als specieller Fall des 
Erzeugnisses zweier projektivischer Gebilde (Punktreihen) erscheint, deren 
eines sich auf einer Geraden, das andere auf einem Kegelschnitte befindet, und 
zwar ist die Gerade die unendlich entfernte Gerade ©» und der Kegelschnitt 
ein Kreis (a. a. 0. m 2 genannt), endlich die Gebilde selbst in diesem speciellen 
Falle projektivisch gleich, aber ungleichliegend (Steiner: Abhängigkeit geom* 
Gest. pag. 64). 

Die Definition ist nämlich folgende; 

Durch einen Punkt a eines Kreises geht ein fester Strahl aa t und ein 
beweglicher Strahl ax, welcher in x den Kreis zum andern Haie trifft; trägt 
man den Winkel xaa t an den Schenkel a k a entgegengesetzt an, so dafs der 
andere Schenkel ax t dieselbe Neigung zu aa t hat, wie ax zu aa x und zieht 
dann durch den Punkt x eine Parallele zu ax^ so wird dieselbe eine Kurve 
dritter Klasse einhüllen, während der Punkt x den Kreis durchläuft. 

Diese Kurve ist mit der von Herrn Professor Steiner untersuchten 
identisch. Denkt man sich x t als denjenigen Punkt der unendlich entfernten 
Geraden ©», welcher durch die Richtung ax Y bestimmt wird, so hat man zwei 
projektivische Gebilde, eine krumme Punktreihe x auf dem Kreise und eine 
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Punktreihe x x auf ©.; die Verbindungslinien (Projektionsstrahlen) je zweier 
entsprechender Punkte hüllen die genannte Kurve dritter Klasse ein und die 
beiden Gebilde selbst sind projektivisch, denn verbindet man einerseits einen 
beliebigen festen Punkt B des Kreises mit dem veränderlichen Punkte x und 
anderseits einen beliebigen festen Punkt P der Ebene mit dem jedesmal ent- 
sprechenden x lt) so erhält man zwei gewöhnliche Strahlbfischel Bx und Px i% 
welche zufolge der Konstruktion projektivisch gleich aber ungleichliegend sind; 
mithin sind es auch die Gebilde x und x x selbst, deren projektiviscbe Bezie- 
hung auf jene zurückgeführt wird« Aus dieser Definition der besonderen Kurve 
dritter Klasse folgen ohne Schwierigkeit die Haupteigenschaften derselben, was 
hier nicht näher ausgeführt werden soll 

Das Verdienst auf die Projektivität der Kegelschnitte als krummer Ge- 
bilde aufmerksam gemacht zu haben, gebührt Göpel; (Bd. XXXVI pag. 317 
dieses Journals) indefs hat derselbe nur einen speciellen Fall näher untersucht: 
zwei projektivische Punktreihen auf demselben Kegelschnitt, als deren Er- 
zeugnifs ein den gegebenen doppelt berührender Kegelschnitt auftritt. In dem 
Folgenden soll zuvörderst das Erzeugnis einer krummen Punktreihe auf einem 
beliebigen Kegelschnitt mit einer projektivischen Punktreihe auf einer beliebigen 
Geraden aufgesucht werden, dessen specieller Fall die Steinersche Kurve ist, 
dann aber allgemein das Erzeugnifs zweier projektivischer krummer Punkt- 
reihen auf zwei beliebigen Kegelschnitten, wovon die Göpelsche Untersuchupg 
ein specieller Fall ist. Die polare Nebenbetrachtung, bei welcher an Stelle 
einer krummen Punktreihe ein krummes Tangentenbüschel tritt, führt zu ganz 
analogen Resultaten, die .sich auch aus den ersteren vermittelst bekannter Prin- 
zipien ableiten lassen. 

I. 

Es ist ein Kegelschnitt K und darauf eine Reihe von Punkten abc... 
gegeben, als deren allgemeiner Repräsentant ein Punkt x, der den ganzen 
Kegelschnitt durchläuft, gesetzt werden mag, aufserdem eine Gerade ® mit 
einer Punktreihe a i b l c l ...x l ... und die beiden Gebilde sind so auf einander 
projektivisch bezogen, dafs ein Strahlbüschel B, welches seinen Mittelpunkt B 
irgendwo im Kegelschnitte K hat, mit der Punktreihe x l projektivisch ist, d. b. 
wenn man einen beliebigen festen Punkt P mit x t verbände, der Schnittpunkt 
von Bx und Px x einen gewissen Kegelschnitt £ beschriebe. Bekanntlich ist 
durch drei Paar willkührlich gewählte entsprechende Punkte die ganze pro- 
jektivische Beziehung eindeutig festgestellt, so dafs leicht zu jedem beliebigen 
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vierten Punkte x der entsprechende x i und umgekehrt konstruirt werden 
kann, wozu man sich am einfachsten des Hfllfskegelschnitts Ä bedient, den man 
als gegeben ansehen kann. Die Wahl des Punktes B auf dem Kegelschnitte K 
ist dabei ganz willkflhrlich, weil wenn wir B beliebig auf dem Kegelschnitte 
K verändern, wegen der Fundamentaleigenschaft des Kegelschnitts alle diese 
Strahlbüschel unter einander projektivisch sind. 

Die Verbindungslinie je zweier entsprechender Punkte x und x v wird 
eine gewisse Kurve einhüllen, welche das Erzeugnifs der beiden projektivischen 
Gebilde heifst und es ist leicht zu sehen, dafs dieselbe von der dritten Klasse 
ist. In der That nehmen wir einen beliebigen Punkt B im Kegelschnitte K, 
so ist B(a,b,c ...x ...) ein Strahlbüschel und verbinden wir einen beliebigen 
Punkt P in der Ebene mit der Punktreibe a^b i ^c 1 ^.x l ..^ so ist P(a l ,b l ,c 1 ...x l ...) 
ein zweites Strahlbüschel; die beiden Strahlbüschel sind aber der Definition 
zufolge projectivisch, erzeugen also einen Kegelschnitt Ä, den Ort des Schnitt- 
punktes von Bx und Px Y ; dieser geht durch B und P hindurch, trifft also 
den Kegelschnitt K im Allgemeinen nur noch in drei Punkten u, v, w aufser 
B und die drei Geraden Pu, Pv, Pw werden die drei von P an die gesuchte 
Kurve zu legenden Tangenten sein, denn es ist klar, dafs jede derselben durch 
zwei entsprechende Punkte beider Gebilde geht; da sich also von einem be- 
liebigen Punkte P an die Kurve im Allgemeinen nur drei Tangenten legen 
lassen, so ist die Kurve dritter Klasse und es folgt zugleich dafs von den 
drei Tangenten, welche sich aus einem Punkte an die Kurve legen lassen, 
nothwendig immer eine reell sein mufs, während die beiden andern auch 
imaginär sein können. Der Kegelschnitt & trifft ferner die Gerade © im All- 
gemeinen in zwei Punkten p und n; die Geraden Bp und Bn sind aus dem- 
selben Grunde zwei von den Tangenten, welche sich aus B an die Kurve 
dritter Klasse legen lassen; die dritte erhalten wir, wenn wir den Punkt B x 
in der Geraden © aufsuchen, welcher vermöge der projektivischen Beziehung 
dem Punkte B als im Kegelschnitt gelegen, entsprechend ist; BB l ist dann 
die dritte Tangente an die Kurve. In dem besonderen Falle der Sleinerschen 
Kurve wird der Kegelschnitt Ä jedesmal eine gleichseitige Hyperbel sein, weil 
er das Erzeugnifs zweier gleicher und ungleichliegender Strahlbüschel ist. 

Insbesondere können wir mit dem Punkte P in den Kegelschnitt K 
hineinrücken, dann fällt einer der drei Punkte u, v, w mit P zusammen, d. h. 
wenn P auf dem Kegelschnitte K selbst liegt, so sind zwei von den aus P 
an die Kurve zu legenden Tangenten diejenigen beiden Strahlen, welche von 
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P nach den beiden noch übrigen Schnittpunkten der Kegelschnitte K nnd & 
hingehen, während die dritte die Tangente in P am Kegelschnitte Ä ist 

Der Kegelschnitt K und die Gerade © schneiden sich im Allgemeinen 
in zwei Punkten e und f welche, als auf dem Kegelschnitte liegend betrachtet, 
zwei bestimmte Punkte e L und f x auf der Geraden © projektivisch entsprechend 
haben; weil nun ee x und ff x zwei Tangenten der Kurve sind, so ist die 
Gerade © selbst eine Dop peltang etile; dies ergiebt sich auch* daraus, dafs 
wenn wir mit P insbesondere in die Gerade © hineinrücken, der Kegel- 
schnitt R in ein Linienpaar zerfällt, dessen einer Theil die Gerade © selbst 
ist, welche also weil sie den Kegelschnitt Kin zwei Punkten e und /"schneidet, 
eine Doppeltangente der Kurve sein mufs; die dritte aus diesem besonderen 
Punkte P an die Kurve zu legende Tangente ist die Verbindungslinie PP, 
wenn P f der auf dem Kegelschnitte K liegende dem P entsprechende Punkt 
ist und BP' der andere Theil des Linienpaars, in welches der Kegelschnitt & 
zerfallen ist Es ergiebt sich zugleich, dafs die Gerade © eine reelle oder 
imaginäre Doppeltangente der Kurve sein wird je nachdem die Schnittpunkte 
e und f von K und © reell oder imaginär sind. In dem besonderen Falle 
der Steinerschen Kurve ist die unendlich entfernte Gerade eine imaginäre 
Doppeltangente. 

Um auf einem beliebigen Projektionsstrahl xx x den Berührungspunkt 
mit der Kurve dritter Klasse zu finden, denken wir uns einen unendlich 
nahen Punkt x' des Kegelschnitts und suchen den entsprechenden x[ der 
Geraden ©; der Schnittpunkt von xx x und x , x[ wird der gesuchte Berührungs- 
punkt r sein ; es ist aber xx' die Tangente T im Punkte x am Kegelschnitt K 
und zur Auffindung des Berührungspunktes r genügt es den Kegelschnitt K durch 
die Tangente T zu ersetzen (weil beide das allein in Betracht kommende 
Element des Kegelschnitts gemein haben); wir lassen daher die Gerade T 
von dem Slrablbüschel B (a, b, c.) und die Gerade © von dem Strahlbüschel 
P(o n b n c L ...) in je zwei projekti vischen Punktreihen treffen, deren Erzeug- 
nifs ein Kegelschnitt sein wird, welcher den bestimmten Projektionsstrahl xx k 
in dem gesuchten Berührungspunkte r tangiren wird. Hieraus ergiebt sich leicht 
eine Konstruktion des Berührungspunktes , welche wegen der Willkühriichkeit 
des Mittelpunktes B auf verschiedene Arten modificirt werden kann. Lassen wir 
den Punkt B auf dem Kegelschnitte K ganz willkührlich, so können wir folgen- 
dermaafsen konstruiren: Die Tangente T im Punkte x am Kegelschnitte K treffe 
die Gerade © in s; trifft der Strahl Bs etwa in r den Kegelschnitt K zum 
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andern Male, so bat r einen bestimmten entsprechenden Pnnkt r x auf der Gera- 
den © nnd anderseits wird der Punkt s als auf der Geraden © liegend einen 
bestimmten entsprechenden Punkt s' auf dem Kegelschnitt K haben; der Strahl 
Bs' möge T in t treffen ; ziehen wir dann xr x und xj, die sich in a schnei- 
den, endlich so welches den Projektionsstrahl xx x in r treffe, so ist r der ge- 
suchte Berührungspunkt mit der Kurve dritter Klasse. 

Aus dem Vorigen ergiebt sich zugleich dafs, wenn der Projektions- 
strahl xx x zufällig die Eigenschaft besäfse, dafs er in dem Punkte x den 
Kegelschnitt K berührte, alsdann der Punkt x zugleich der Berührungspunkt 
der Tangente xx t mit der Kurve dritter Klasse sein müfste, d. h. der Kegel- 
schnitt K mit der Kurve dritter Klasse in dem Punkte x dieselbe Tangente 
hätte, mithin beide sich berührten. Wir wollen sehen, wo und wie oft dieser 
besondere Fall eintritt. Denken wir uns den Pol IT der Geraden © in Bezug 
auf den Kegelschnitt K konstruirt, so wird jedesmal die Polare X x eines 
bestimmten Punktes x x der Geraden © durch den Punkt IT laufen und ein 
Strahlbüschel beschreiben, welches bekanntlich mit der Punktreihe x t pro- 
jektivisch ist; das Strahlbüschel Bx ist mit der Punktreihe x x projektivisch, 
also auch mit dem Strahlbüschel X v \ die beiden letzteren erzeugen also einen 
Kegelschnitt, welcher den Kegelschnitt K aufser in dem Punkte B nur noch 
in drei andern Punkten t/ , r , w trifft; diese besitzen die Eigenschaft, dafs in 
ihnen die Kurve dritter Klasse den Kegelschnitt drei Mal berührt, denn 
die Tangente in jedem dieser Punkte am Kegelschnitt K läuft jedesmal durch 
den entsprechenden Punkt der Geraden ©, weil die Polare dieses letzteren 
durch den entsprechenden Punkt des Kegelschnitts K geht. 

Aus der obigen allgemeinen Konstruktion des Berührungspunktes lassen 
sich auch leicht die beiden Berührungspunkte finden, in welchen die Doppel- 
tangente © die Kurve dritter Klasse tangirt. Wenn nämlich e und f die 
beiden Schnittpunkte von K und © heifsen und dieselben als im Kegelschnitt K 
liegend betrachtet ihre entsprechenden e x und f v auf der Geraden © haben, 
so sind e L und f[ die Berührungspunkte der Doppeltangente mit der Kurve, 
also mit den beiden Schnittpunkten e und f gleichzeitig reell oder imaginär. 

Gehen wir wie zu Anfang von einem beliebigen Punkte B des Kegel- 
schnitts nnd einem beliebigen Punkte P in der Ebene aus und ziehen Bx 
und Px x wo x und x x ein Paar entsprechender Punkte beider Gebilde sind, 
so wird der Schnittpunkt von Bx und Px t einen Kegelschnitt St beschreiben, 
welcher den K in noch drei Punkten u, v, w und die Gerade © in zwei 
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Punkten p und n trifft ; Pu, Pc, Pw sind die drei von P aus an die Kurve 
dritter Klasse zu legenden Tangenten, Bp und Bn zwei von den aus B an die- 
selbe zu fahrenden Tangenten, während die dritte BB t ist, wenn B L der dem 
B entsprechende Punkt auf der Geraden ©. Wir können jetzt eine doppelte 
Veränderlichkeit in die Figur eintreten lassen, einmal indem wir B verändern 
und zweitens indem wir P verändern. Halten wir zuerst den Punkt P fest, 
so bleiben auch die drei aus ihm an die Kurve gelegten Tangenten unverändert, 
welche die Gerade © in Wj, r n u^ und den Kegelschnitt K in drei zugehörigen 
Punkten ti, v, w treffen; die Punkte u, v, w bleiben also auch fest; dagegen 
wird sich der Kegelschnitt Ä verändern, wenn wir mit dem Punkte B den 
ganzen Kegelschnitt K durchlaufen und da er immer durch vier feste Punkte 
gehen mufs, so erhalten wir ein Kegelschnittbüschel von vier Punkten (P,u,v,w) 
von denen auch zwei imaginär sein können. Das Kegelschnittbüschel schnei- 
det die Gerade © in einem Punktsystem (p,n) (Involutionssystem) und den 
Kegelschnitt K in dem jedesmaligen vierten Punkte B, so dafs Bp und Bn 
ein Tangentenpaar der Kurve dritter Klasse sind, welches auch imaginär sein 
kann, während die dritte Tangente BB t immer reell ist. Bekanntlich hat 
ein Punktsystem (p,n) im Allgemeinen zwei sogenannte Asymptotenpunkte, 
d. h. es kommt zweimal vor, dafs ein Paar konjugirter Punkte p und n zu- 
sammenfallen, oder was dasselbe ist, unter allen Kegelschnitten Ä des Büschels 
giebt es im Allgemeinen zwei, welche die Gerade © berühren (die aller- 
dings auch imaginär sein können); diese beiden Kegelschnitte mögen in den 
Punkten m und n die Gerade © berühren und in den Punkten m und flu 
den K jedesmal im vierten Punkte schneiden; dann fallen auf die Gerade m iw 
zwei Tangenten der Kurve dritter Klasse zusammen und ebenso auf n^n, mit- 
hin sind mo und Uq zwei Punkte der Kurve selbst. Die Kurve dritter Klasse 
schneidet also den Kegelschnitt K aufser dafs sie ihn in drei Punkten u (n v ,w {) 
berührt, wie wir oben gesehen haben, noch in zwei andern Punkten ntu und Nq. 
In dem besonderen Falle der Steiner'scben Kurve sind diese beiden übrigen 
Schnittpunkte imaginär, weil das Punktsystem ein Kreissystem ist und also 
keine reellen Asymptotenpunkte hat. 

Zweitens halten wir nun den Punkt B fest und verändern den Punkt P 
atf einer beliebiger* festen geraden Linie L; dann wird der Kegelschnitt $ 
sich verändern; es bleiben aber von ihm die drei Punkte B, p, n fest und wie 
laiobt zu sehen noch ein vierter; denn es möge die Gerade L in r x die © 
treffen und dem r x der bestimmte Punkt r auf dem Kegelschnitte K ent- 




3. Schröter, Erzeugnisse krummer projektivischer Gebilde. 37 

sprechend sein, endlich Br in q die Gerade L schneiden, so mufs der Kegel- 
schnitt Ä nothwendig immer durch den Punkt q laufen, welche Lage auch P 
auf der Geraden L habe, weil sich in q immer zwei entsprechende Strahlen 
Pr L und Br schneiden. Bei der Veränderung von P wird also der Kegel- 
schnitt Ä wiederum ein Kegelschnittbfischel von vier festen Punkten (B, p, n, ()) 
durchlaufen und zu jedem Punkte P der Geraden L gehört ein bestimmter 
Kegelschnitt £ dieses Büschels, welcher in u, v, w jedesmal den Kegelschnitt K 
trifft, so dafs Pu, Pv, Pw die drei aus P an die Kurve dritter Klasse zu 
fährenden Tangenten sind. Wenn wir nun den Punkt P die Gerade L durch- 
laufen lassen, so fragt es sich, wie oft es vorkommen wird, dafs einmal von 
den drei Punkten u, v } w zwei zusammenfallen, d. h. dafs der Kegelschnitt ji 
den K berührt; so oft dies nämlich der Fall ist, wird offenbar der zugehörige 
Punkt P jedesmal ein Punkt der Kurve selbst sein; diese Anzahl giebt also 
den Grad unserer Kurve dritter Klasse an. 

Die Frage, wie viel Kegelschnitte es giebt, welche durch vier gegebene 
Punkte gehen und einen beliebig gegebenen Kegelschnitt berühren, ist gele- 
gentlich von Herrn Steiner in einer Abhandlung: „Elementare Lösung einer 
geometrischen Aufgabe, etc." (Bd. XXXVII, pag. 189 dieses Journals) beant- 
wortet; es giebt im Allgemeinen sechs solche Kegelschnitte, wenn aber der 
zu berührende Kegelschnitt durch einen der vier gegebenen Punkte hindurch- 
geht, so fallen in den Kegelschnitt, welcher durch die drei andern Punkte geht 
und in diesem vierten den gegebenen Kegelschnitt berührt, zwei Lösungen der 
Aufgabe zusammen und es bleiben nur noch vier andere Kegelschnitte übrig, 
welche der Aufgabe Genüge leisten *). Dies findet gerade in unserm Falle 
statt, folglich ist unsere Kurve dritter Klasse vom vierten Grade. 

*) Da Herr Steiner a. a. 0. keine Andeutung giebt, wie man zu diesem Resultat 
gelangt; so sei es mir erlaubt in wenigen Worten eine Lösung dieser Aufgabe anzuge- 
ben, welche sich folgendermaafsen aussprechen lafst: 

Es ist ein Kegelschnittbüschel von vier Punkten gegeben und ein beliebiger an- 
derer Kegelschnitt K; wie viel Kegelschnitte des Büschels giebt es, welche gleichzeitig 
K berühren? 

Bekanntlich laufen, wenn man von einem beliebigen Punkte P in Bezug auf sämmt- 
Kche Kegelschnitte eines Büschels die Polaren nimmt, alle durch denselben Punkt p, den 
konjugirten Pol zu P; konstruirt man auch die Polare von P in Bezug auf den Kegel- 
schnitt K, so wird diese im Allgemeinen nicht durch p gehen; es giebt aber Punkte P 
von solcher Beschaffenheit, dafs ihre Polare in Bezug auf K durch den harmonischen 
Pol p in Bezug auf das Kegelschnittbüschel hindurchgeht und diese haben zum Ort eine 
gewisse Kurve dritten Grades {Tripelkurvc) , welche zugleich der geometrische Ort 
samratlicher gemeinschaftlicher Tripelpunkte des Kegelschnitts K mit sämmllichen Kegel- 
schnitten des Büschels ist {Hesse: Ueber die Wendepunkte der Kurven dritter Ordnung, 
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Das Ergebnifs der vorstehenden Untersuchung ist also folgendes : 
Das Erzeugnifs zweier projektivischer Gebilde, einer krummen 
Punktreihe auf einem Kegelschnitt und einer geraden Punktreihe auf 
einer Geraden ist eine Kurve dritter Klasse und vierten Grades, welche 
die gegebene Gerade zur Doppeltangente hat und den gegebenen Kegel- 
schnitt dreimal berührt. 

ii. 

Es sind zwei Kegelschnitte K und K t gegeben; die Punkte des einen 
a,b,c...x ... werden auf die Punkte des andern a 1 ,b i ,c i ...x l ... dergestalt be- 
zogen, dafs wenn B ein willkührlicber Punkt in K und B k ein ebenso will- 
kürlicher Punkt auf K l die beiden Strahlbüschel B(a, b, c, ...x...) und 
B i (a l ,b l ^c l ...x l ...) projektivisch sind, d. h. einen Kegelschnitt Ä erzeugen, 
der durch die beiden Mittelpunkte B und B t der Strahlbüscbel hindurchgeht und 
die ganze projeklivische Beziehung der beiden krummen Gebilde eindeutig fest- 
stellt; die Wahl der beiden Punkte B und B t respektive auf K und K t ist 
dabei vollkommen willkfibrlich wegen der bekannten Fundamentaleigenschaft 
der Kegelschnitte und die projektivische Beziehung der beiden krummen Punkt- 
gebilde wird durch drei Paar willkQhrlich als entsprechend gewählte Punkte 
vollkommen und eindeutig bestimmt sein. Der Verbindungsstrabi xx k je zweier 
entsprechender Punkte wird eine Kurve einhüllen, welche das^Erzeugnifs der 
beiden krummen Gebilde heifst und wir wollen zunächst bestimmen von der wie- 
vielsten Klasse dasselbe ist. Nehmen wir einen beliebigen Punkt P in der 



Bd. XXVIII, pag. 105 dieses Journals). Es ist leicht durch eine einfache synthetische Be- 
trachtung einzusehen, dafs der geometrische Ort solcher Punkte P eine Kurve dritten 
Grades ist; dies auszufuhren möge aber hier unterbleiben. Die Tripelkurve schneidet nun 
im Allgemeinen den Kegelschnitt K in 6 Punkten und ein solcher Schnittpunkt S besitzt 
die Eigenschaft) dafs seine Polare in Bezug auf K d. h. die Tangente an K in S durch 
einen Punkt $ läuft, in dem sich die sämmtlichen Polaren von S in Bezug auf alle Kegel- 
schnitte des Büschels treffen; nehmen wir aber insbesondere denjenigen Kegelschnitt des 
Büschels, welcher durch den Punkt 5 selbst hindurchgeht, so mufs Ss eine Tangente an 
ihm im Punkte 5 sein; folglich haben beide Kegelschnitte im Punkte S dieselbe Tangente, 
berühren sich also. Es giebt daher im Allgemeinen 6 Kegelschnitte des Büschels, welche 
den Kegelschnitt K berühren und diese gehen durch die 6 Schnittpunkte der Tripelkurve 
mit dem Kegelschnitte K. Geht der Kegelschnitt K insbesondere durch einen der vier 
Mittelpunkte des Büschels, so wird dies offenbar ein Doppelpunkt der Kurve dritten Grades; 
diese kann also im Allgemeinen den Kegelschnitt K nur noch in vier andern Punkten 
treffen und es giebt daher nur noch vier Berührungskegelschnitte mit Hinweglassung der 
sich von selbst verstehenden Lösung nämlich desjenigen Kegelschnitts, welcher durch die 
vier Mittelpunkte des Büschels geht und in dem vierten gleichzeitig dem K angehörigen 
Punkte, diesen Kegelschnitt K berührt 
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Ebene and ziehen Px, so trifft dieser Strahl den Kegelschnitt K noch in 
einem zweiten Punkte £ und verbinden wir B mit x und §, so sind nach be- 
kannten Sätzen Bx and B§ ein Paar konjugirter Strahlen eines Strahhysfems 
(Involutionsbüschel) welches erzeugt wird, wenn wir den von P ausgebenden 
Strahl eine ganze Umdrehung durchlaufen lassen; den Punkten x und £ ent- 
sprechen nun zwei bestimmte Punkte x x und § x auf dem Kegelschnitte K x and 
der Verbindungsstrahl x x § x wird immer durch einen festen Punkt P x gehen, 
so dafs er ein Strahlbüschel beschreibt, welches mit dem Strahlbüschel P pro- 
jektivisch ist. Dies ist in der That leicht einzusehen, wenn wir uns zur Kon- 
straktion der entsprechenden Punkte x x und S x des Hfllfskegelschnitts Ä be- 
dienen. Die beiden konjugirten Strahlen Bx und BS, mögen resp. in y und 
17 den Kegelschnitt St treffen, dann mufs bekanntlich die Verbindungslinie yrj, 
weil jene ein Paar konjugirte Strahlen eines Strahlsystems sind, durch einen 
festen Punkt Q laufen; verbinden wir jetzt y und 17 mit B k und möge B x y 
and B x r\ den Kegelschnitt K x respektive in x x und S x treffen, so werden, weil 
yt] durch einen festen Punkt Q läuft, auch B x y und B x r\ ein Paar konjugirter 
Strahlen eines Strahlsystems sein, also wird auch in dem Kegelschnitt K x , der 
mit St den Punkt B x gemeinschaftlich hat, die Verbindungslinie x x § x durch 
einen festen Punkt P x laufen müssen; dafs ferner die dadurch entstehenden 
beiden Strahlbüschel P und P x projektivisch sind, ist leicht zu sehen, weil 
beide nach bekannten Sätzen mit dem Strahlbüschel Q projektivisch sind ; wir 
erhalten also zwei projektivische Strahlbüschel P und P 19 die einen Kegel- 
chnitt 2 erzeugen, der durch die beiden Mittelpunkte P und P x selbst hin- 
durchgeht; die beiden Kegelschnitte 2 und K x treffen sich im Allgemeinen in 
vier Punkten 8, u, v, w, die vier Strahlen Ps, Pu, Pv, Pw sind vier von P 
aus an die Kurve zu führende Tangenten; ebenso treffen sich die beiden 
Kegelschnitte 2 und K in vier Punkten &', u f , v', w f und die vier Strahlen 
P x 8 f , PiU f , P x v f , P x w' sind die vier von P x an die Kurve zu führenden Tan- 
genten, denn jeder dieser Strahlen besitzt die Eigenschaft durch zwei ent- 
sprechende Punkte der beiden krummen Gebilde zu gehen; nehmen wir nämlich 
irgend einen Punkt o des Kegelschnitts 2 und ziehen Pa und P x a, so trifft 
der erstere Strahl den K in zwei Punkten x und £ und der letztere den K x 
in den beiden entsprechenden x x und § t \ nehmen wir mithin für o einen der 
vier Schnittpunkte von 2 und £ 19 etwa s, so wird Ps den K in x und §, 
P x 8 aber den K x in s selbst und einem zweiten Punkte treffen und es mufs s 
der entsprechende zu x oder f sein; da nun P, x, l, 8 in einer Geraden liegen, 
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so gebt der Strahl Ps durch zwei entsprechende Punkte der beiden krummen 
Gebilde, ist also Tangente an der gesuchten Ortskurve und da sich von einem 
beliebigen Punkte P im Allgemeinen und höchstens vier Tangenten legen lassen, 
wie wir eben gesehen haben, so ist die Kurve vierler Klasse. 

Zu jedem Punkte P in der Ebene gehört ein bestimmter Punkt JP t , 
wie wir eben gesehen haben, und ein bestimmter Kegelschnitt 2, welcher 
durch P und P x gebt, K L in s, u, v, w und K in s', u f , v 9 , w' trifft. Röcken 
wir mit P insbesondere in den Kegelschnitt K hinein, so wird aus dem 
krummen Punktsystem (x, £) (ich bediene mich dieses Ausdruckes, dessen 
Bedeutung nach* der Analogie keiner Erklärung bedarf) nur eine einfache 
Punktreihe x und wir erbalten ein gewöhnliches Strahlbüschel Px; dem 
Punkte P entspricht auf dem Kegelschnitt K t ein bestimmter Punkt P x und 
dem jedesmaligen x ein entsprechender x x ; die beiden Strahlbüschel Px 
und P x x x sind projektivisch und erzeugen also einen Kegelschnitt 2, welcher 
K x nur noch in drei Punkten u, v, w und K nur noch in drei Punkten u\ v\ w f 
trifft; dann sind PPi, Pu, Pv, Pw die vier von P an die Kurve zu legen- 
den Tangenten und P X P, P x u f , P x v f , P x w' die vier von P x an dieselbe zu 
fahrenden Tangenten; eine ganz Ähnliche Modifikation tritt in dem speciellen 
Falle ein, wenn P in den Kegelschnitt K x zu liegen kommt, wie dies leicht 
zu sehen ist. 

Wenn wir irgend einen Projektionsstrabi xx x haben, so ist es leicht, 
den Berührungspunkt mit der Kurve zu finden, wenn wir uns wie oben 
der Methode des Unendlich -Kleinen bedienen. Denken wir uns in x die 
Tangente T an K und in x x die Tangente T x an K x ferner Bx und B l x 1 
gezogen, die sich in einem Punkte y des Kegelschnitts Ä treffen, dann kön- 
nen wir, um den Berührungspunkt auf dem Projektionsstrahle xx x zu finden 
an Stelle des Kegelschnitts K die Gerade T und an Stelle des Kegelschnitts K x 
die Gerade T x substituiren, denn jede dieser Geraden hat mit dem resp. Kegel- 
schnitt das Kurvenelement gemein, was allein in Betracht kommt. Die beiden 
projekti vischen Strahlbüschel B (a, 4, c . . . x . . .) und B x (a 19 b^c x ...x x ...) treffen 
also die Geraden T und" T x in zwei projektivischen Punktreihen und die Ver- 
bindungslinien holten einen Kegelschnitt ein, welcher sowohl die Geraden T 
und T x berührt, als auch den Projektionsstrahl xx x und letzteren gerade in 
dem gesuchten Berührungspunkte mit der Kurve vierter Klasse. Hieraus leitet 
sich leicht eine Konstruktion des Berührungspunktes ab, die allein mittelst des 
Lineals ausführbar ist und noch durch besondere Annahme der Funkte B und B x , 
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welche auf den resp. Kegelschnitten K und K i willkührlich sind, simplificirt 
werden kann. Demnach liefse sich der Berührungspunkt r etwa, wie folgt, 
konstruiren: Die beiden Tangenten T und T x in den Punkten x und x l an 
K und K t mögen sich in & schneiden; man ziehe BS, dem ein Strahl B l r l 
in dem andern Strahlböschel projektivisch entspricht, welcher in r i die Gerade T x 
treffe; ebenso ziehe man B i S ) dem ein Strahl Br entspricht, welcher in r 
die Gerade T treffe. Zieht man alsdann xr L und x x r die sich in o treffen 
und Sa, welches in r den Projektionsstrahl xx x trifft, so ist r der gesuchte 
Berührungspunkt. 

Ein besonders interessanter specieller Fall könnte nun hiebei eintreten, 
dafs nämlich der Projektionsstrahl xx t gerade eine Tangente am Kegelschnitte K 
im Punkte x wäre; dann würde derselbe mit T zusammenfallen und der Be- 
rührungspunkt t müfste nothwendig mit x coincidiren, d. h. die Kurve vierler 
Klasse und der Kegelschnitt K hätten in x eine und dieselbe Tangente, wür- 
den sich mithin in x selbst berühren; wir wollen sehen wo und wie oft dies 
eintritt. Wenn die Tangente in x am Kegelschnitte K durch x t gehen soll, 
so mufs die Polare von x t in Bezug auf K, welche wir X l nennen wollen, 
durch den Pol der Tangente in x d. h. durch x selbst gehen und umgekehrt, 
wenn X L durch x geht, dann wird die Tangente in x an IC durch x L gehen; 
wir nehmen also sämmlliche Polaren X x der krummen Punktreihe x t in Bezug 
auf den Kegelschnitt K; diese hüllen bekanntlich einen bestimmten Kegelschnitt 
(Polarkegelschnitt) ein und bilden ein krummes Tangentenbüschel, welches 
mit der krummen Punktreibe x t projektivisch ist; zu dem Punkte x k gehört 
jedesmal ein entsprechender Punkt x und das Strahlbüschel Bx ist mit der 
krummen Punktreihe x x also auch mit dem krummen Tangenlenbüschel X t 
projektivisch. Das Erzeugnifs der beiden projekti vischen Gebilde, des Strahlen- 
büschels Bx und des krummen Tangentenbüschels X t ist gerade das polare 
von dem in Nr. I. betrachteten, also eine Kurve dritten Grades, welche den 
Punkt B zum Doppelpunkte hat; diese schneidet den Kegelschnitt K im All- 
gemeinen nur noch in vier andern Punkten s , tf , t? U9 w und jeder dieser 
Schnittpunkte besitzt offenbar die gewünschte Eigenschaft, dafs seine Tangente 
an K durch den entsprechenden Punkt auf K t geht. Die Kurve vierter Klasse 
berührt also den Kegelschnitt K viermal in diesen vier Punkten * ? u o, v , w Ki 
und auf dieselbe Weise läfst sich zeigen, dafs sie auch den Kegelschnitt K x 
viermal berührt, so dafs wir also das Resultat aussprechen können: Die Kurve 
vierter Klasse berührt jeden der beiden gegebenen Kegelschnitte viermal. 
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Zu demselben Resultate können wir auch auf etwas andere Art gelangen; in- 
dem wir einmal in der Punklreihe x am Kegelschnitte K die jedesmalige 
Tangente X ziehen und zweitens den entsprechenden Strahl B i x l ^ wo B % 
ein beliebiger fester Punkt des Kegelschnitts K { , erhalten wir ein krummes 
Tangentenbüschel X und ein mit demselben projektiviscbes Strahlbüschel B x x t \ 
diese erzeugen eine Kurve dritten Grades, welche den Punkt B t zum Doppel- 
punkte hat, also den Kegelschnitt K x im Allgemeinen nur noch in vier Punkten 
trifft; die denselben entsprechenden auf dem Kegelschnitte K befindlichen sind 
die vier Berührungspunkte der Kurve vierter Klasse mit dem Kegelschnitte K 
und auf ganz analoge Weise erhalten wir die vier Berührungspunkte mit dem 
Kegelschnitte K g . 

Nehmen wir in dem Kegelschnitte K einen Punkt und ziehen Bx, 
in dem Kegelschnitt K l einen beliebigen Punkt & t (um Verwechselung zu 
vermeiden, schreiben wir SJi statt B n weil B t den bestimmten dem B ent- 
sprechenden Punkt bezeichnet und 33 x beliebig sein soll) ziehen sodann 33i#u 
so sind die beiden Strahlbüschel Bx und S^a?, nach der Definition projektiviscb 
und erzeugen also einen Kegelschnitt Ä, welcher K x nur noch in drei Punk- 
ten u, v, w und Km drei andern Punkten vt, v', w f treffen wird; dann sind 
Bu, Bv, Bw drei Tangenten der Kurve, die vierte ist BB^ wenn B t den 
auf K x liegenden dem B entsprechenden Punkt bezeichnet; ebenso sind Sit*', 
Si*'* $it0 f drei aus 2^ an die Kurve gezogene Tangenten und 33* 9 die 
vierte, wenn © den bestimmten dem 93* entsprechenden Punkt auf K be- 
zeichpet. Jetzt wollen wir den Punkt S3 X festhalten und B den ganzen Kegel- 
schnitt K dnrchlaufen lassen; dann sind die vier von 3?i an die Kurve zu 
legenden Tangenten fest, also aufser der Tangente 8x33 auch die drei andern 
$1*'* ®i v '> Sit*' welche in tr{, v[, w\ den K t treffen und u', v f , w' sind die 
drei den Punkten *i, ri, w[ resp. entsprechenden also auch feste Punkte; der 
Kegelschnitt Ä wird mithin obgleich er sich verändert immer durch vier feste 
Punkte $i, v?,v 9 ,w' laufen und den Kin dem veränderlichen vierten Punkte B, K t 
aber in den drei veränderlichen Punkten v, v, w treffen, so dafs flu, Bv, Bw 
jedesmal drei Tangenten der Kurve sind. Während nun der Kegelschnitt & 
das ganze Kegelscbnittbüscbel von vier fe^en Punkten durchlauft, wird es 
sich im Allgemeinen nur viermal ereignen (S. die obige Anmerkung) dafs er 
zugleich den K x berührt (denn K 1 hat mit 5t den festen Punkt Sj gemein) 
und diese vier Berührungskegelscbnitte treffen K in vier Punkten, welches 
Punkte der Kurve vierter Klasse sind. In der That für einen solchen Be- 
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rübrungskegelschnitt fallen von den drei Schnittpunkten u, v, u>, also auch von 
den drei Tangenten Bu, Bv, Bw zwei zusammen; mithin mufs ein solcher 
besonderer Punkt B zugleich ein Punkt der Kurve sein, weil von den vier 
aus ihm an die Kurve zu legenden Tangenten 2wei unendlich nahe zusammen« 
fallen. Unsere Behauptung ist also gerechtfertigt und es folgt daraus, dafs 
die Kurve vierter Klasse aufserdem dafs sie jeden der beiden Kegelschnitte 
viermal berührt, auch noch jeden derselben in vier Punkten schneidet. Hieraus 
folgt schon, dafs die Kurve vierter Klasse, weil sie nur 12 Punkte mit einem 
Kegelschnitte gemein hat, nämlich die vier doppelt zu zählenden Berührungs- 
punkte und die vier Schnittpunkte, vom sechsten Grade sein wird ; wir wollen 
dies aber auch wie in Nr. 1. direkt beweisen und zugleich den Grund dieser 
Beschränktheit der Kurve erkennen. 

Nehmen wir ein beliebiges Paar entsprechender Punkte x und x x auf 
den beiden Kegelschnitten und halten dasselbe für den Augenblick fest, indem 
wir x mit der krummen Punklreihe a, b, c . . . und x x mit a n b x , c x . . . ver- 
binden, so erhalten wir zwei projektivische Strahlbüschel x(a,b,c ...) und 
Xi(a n b n c t .^) (die offenbar im Allgemeinen nicht perspektivisch sind) ; diese 
erzeugen also einen bestimmten Kegelschnitt £ welcher durch x und x x geht, 
den K x in drei Punkten u, v, w und K in u 9 , v', w' trifft, so dafs einerseits 
xx t , xu, xv, xw und anderseits x x x, x x u f , x x it, x x w* jedesmal vier Tan- 
genten der Kurve sind. 

Jetzt verändern wir das beliebig angenommene Paar x und x x selbst, 
dann wird auch der Kegelschnitt 5 sich verändern und suchen insbesondere 
auf, wie oft es sich ereignet dafs der Kegelschnitt £ in ein Linienpaar zer- 
fällt; dann müssen nämlich die beiden ihn erzeugenden Strahlbüschel (x) und 
(x x ) perspektivisch sein, also auf die Verbindungslinie ihrer Mittelpunkte zwei 
entsprechende Strahlen zusammenfallen; wenn daher xx A den K zum andern 
Male in £ und K t in | t trifft, so müssen auch £ und § t ein Paar entsprechen- 
der Punkte sein; es wird also in diesem Falle xx x eine Doppeltangente der 
Kurve sein müssen; der andere Theil des Linienpaars bestimmt dann auf K x 
die Punkte v und w, so dafs xv und xw die beiden noch übrigen Tangenten 
aufser der Doppeltangente sind. So oft als der veränderliche Kegelschnitt £ 
in ein Linienpaar zerfällt, so viel Doppeltangenten hat also die Kurve und 
jede Doppeltangente ist der eine Theil eines solchen Linienpaars. Wir er- 
kennen nun leicht dafs der veränderliche Kegelschnitt S, welcher jedesmal 
durch zwei projektivische Strablbüschel (x) und (x x ) erzeugt wird, beständig 

6* 
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durch drei feste ausserhalb liegende Punkte läuft; denn nehmen wir einmal 
zu Mittelpunkten zweier ihn erzeugender Strahlbüschel ein Paar x und x t 
und zweitens ein anderes Paar z und ar x , so wird der erste Kegelschnitt durch 
den Schnittpunkt von xz und #1*1, der andere durch den Schnittpunkt von 
zx und z L x t gehen, was derselbe Punkt ist, und aufser diesem haben die bei- 
den Kegelschnitte im Allgemeinen nur noch drei Punkte t, m, n gemein. Durch 
diese drei Punkte müssen auch alle übrigen Kegelschnitte £ hindurchgehen; 
denn der Punkt 1 besitzt, weil er auf dem ersten Kegelschnitte liegt, die 
Eigenschaft, dafs wenn wir Ix ziehen, was den K zum andern Male in £ treffe, 
die Verbindungslinie der beiden entsprechenden Punkte x t , f x durch I geht; 
weil er aber auch auf dem zweiten Kegelschnitte liegt, so besitzt er gleich- 
zeitig die Eigenschaft, dafs wenn wir \z ziehen, welches in £ den K zum 
andern Male treffen mag, die Verbindungslinie der beiden entsprechenden Punkte 
2r x , £ x ebenfalls durch t geht; hieraus folgt dafs, wenn wir durch I irgend einen 
Strahl ziehen, welcher den Kegelschnitt K in p und n treffe, die Verbindungs- 
linie der beiden entsprechenden p t und n t ebenfalls durch t gehen mufs ; denn 
wir haben oben gesehen , dafs wenn wir um irgend einen Punkt P in der 
Ebene einen Strahl Px§ drehen, welcher in x und £ den K trifft, die Ver- 
bindungslinien der entsprechenden Punkte x n £ x alle durch einen Punkt P t 
laufen; dieser ist bereits durch zwei Strahlen vollständig bestimmt; durch ( 
haben wir nun zwei Strahlen txg und lz§, die entsprechenden beiden Strahlen 
4?i£i und z£ t schneiden sich also in dem entsprechenden Punkte I x , der hier, 
wie wir sehen mit ( identisch ist; wenn ich also alle übrigen Strahlen durch 
I ziehe, so müssen auch alle übrigen entsprechenden durch I laufen; mithin 
müssen alle Kegelschnitte £ durch 1 geben und ebenso natürlich durch m 
und n. Diese drei festen Punkte I, m, n, welche allein durch die gegebene 
projektivische Beziehung der beiden gegebenen Kegelschnitte bestimmt werden, 
besitzen also die besondere Eigentümlichkeit, dafs in jeden derselben, als 
Punkt P der obigen anfänglichen Betrachtung aufgefafst, das zugehörige P t 
mit P zusammenfällt und es sind nur diese drei Punkte in der Ebene, welche 
die genannte Eigenschaft besitzen. Da der Kegelschnitt $ durch die 5 Punkte 
x, jf x , I, m, n jedesmal vollständig bestimmt ist und die drei Punkte I, m, n fest 
sind, so kann er nur dreimal in ein Linienpaar zerfallen, dessen einer Theil 
jedesmal eine Seite des Dreiecks Imn sein wird; mithin bat die Kurve nach 
dem Obigen drei Doppeltangenien und bezeichnen wir die drei Seiten des 
Dreiecks Imn mit £, 2Ä, % so sind dieses die drei Doppeltangenten der Kurve, 
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wie leicht zu sehen ist; sei nämlich $ die Verbindungslinie der Punkte m and 
n, so wird kraft der Eigenschaft des Punktes m jeder durch m gezogene Strahl, 
welcher in p und n den K treffe, einen zugehörigen Strahl p x n x (die Ver- 
bindungslinie der beiden entsprechenden Punkte von p und tt) haben, der 
ebenfalls durch m läuft und desgl. für n; ziehen wir nun insbesondere mn, 
welches in x° und £° den Kegelschnitt K treffe, so wird die Verbindungslinie 
der entsprechenden Punkte x\, £J, weil der erstere Strahl durch m geht, auch 
durch m gehen müssen und weil er durch n geht, auch durch n gehen müssen, 
also mufs er mn selbst sein; mithin fallen auf die Gerade ? zwei Tangenten 
x u x° x und £"£?, sie ist also eine Doppeltangente: dasselbe gilt von SR und 91; 
zugleich geht aus der vorigen Betrachtung evident hervor, dafs von den drei 
Doppellangenten nothwendig wenigstens eine und der Schnittpunkt der beiden 
andern reell sein mufs. Da die Kurve von der vierten Klasse ist und drei 
Doppeltangenten hat, so kann sie bekanntlich nur noch vom sechsten Grade 
sein; wir wollen dies aber auch schliesslich noch direkt beweisen. 

Wir haben oben gesehen, dafs wenn wir durch einen beliebigen Punkt P 
Strahlen gehen lassen, deren jeder in x und £ den Kegelschnitt K treffe, die 
Verbindungslinien der beiden entsprechenden Punkte x x , £, sämmtlich durch 
einen bestimmten Punkt P x laufen, so dafs in P und P x als Mittelpunkten 
zwei Strahlbüschel entstehen, von denen wir gesehen haben dafs sie pro- 
jektiv! seh sind und also einen Kegelschnitt 2 erzeugen, der einmal in s 9 u, v, w 
den K L , anderseits in s', u', v', w' den K trifft; dann sind Ps, Pu, Pv, Pw 
nnd P x s f , P x u', P x v f , P x w' jedesmal vier von einem Punkte an die Kurve 
zu legende Tangenten. Es gehört also zu jedem beliebigen Punkte P ein 
bestimmter entsprechender Punkt P x und ein bestimmter Kegelschnitt 2. Ver- 
ändern wir jetzt den anfänglichen Punkt P auf einer beliebig gegebenen 
festen geraden Linie ©, so wird mit ihm sich auch der zugehörige Punkt P L 
und Kegelschnitt 2 verändern; es ist aber leicht zu sehen dafs P x eine be- 
stimmte Gerade ® t durchläuft und der Kegelschnitt 2 ein Kegelschnittbüschel 
von vier festen Punkten. In der That, welche Lage auch der Punkt P auf 
der gegebenen Geraden (§ haben mag, immer wird es durch P einen Strahl 
geben, der allen Strahlbüscheln P gemeinschaftlich ist, nämlich die Gerade 
<§ selbst; treffe sie in x {) und £° den Kegelschnitt K und seien x" I? die 
diesen entsprechenden Punkte auf dem Kegelschnitte K x , so wird der Punkt P x 
immer auf dem Strahl x\ £*/, den wir mit ®i bezeichnen wollen, liegen müssen, 
also P x wird die bestimmte Gerade ® x durchlaufen müssen; und zugleich ist 
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klar, weil <§ und ©i ein Paar entsprechender Strahlen für alle Lagen von P 
and P L sind, dafs der Schnittpunkt x von ® and ©i allen Kegelschnitten -S 
gemeinschaftlich sein mufe; die Kegelschnitte 2 laufen nun aufser durch den 
einen festen Punkt t auch noch s&inmtlich durch drei andere feste Punkte, 
nämlich die uns bereits bekannten Punkte l, m, n, weil jeder derselben die oben 
erwähnte Eigenschaft hat dafs in ihm zwei entsprechende Punkte P und P k 
zusammenfallen. Da nun der Kegelschnitt 2 durch vier feste Punkte t, m, n, x 
läuft und die Gerade © in dem veränderlichen Punkte P, den Kegelschnitt K x 
aber in den vier veränderlichen Punkten *, u, t>, w trifft, so dafs Ps, Pu, Pv, Pw 
immer die vier von P an die Kurve zu legenden Tangenten sind, so suchen 
wir uns diejenigen Kegelschnitte des Büschels (I,iti, n,x) auf, welche den 
Kegelschnitt K t berühren; deren giebl es nach der obigen Anmerkung in 
No. I. im Allgemeinen sechs; mithin giebt es in der Geraden ® sechsmal einen 
Punkt P von solcher Beschaffenheit, dafs von den vier aus ihm an die Kurve 
zu legenden Tangenten zwei unendlich nahe zusammenfallen, wo er denn 
selbst ein Punkt der Kurve sein mufs. Wir schliefsen also, dafs unsere Kurve 
vierter Klasse vom sechsten Grade ist und können das Ergebnifs der vorigen 
Untersuchung folgendermaafsen aussprechen: 

Das Erzeugnifs zweier projektivischer krummer Punktreihen auf 
zwei beliebigen Kegelschnitten ist eine Kurve vierter Klasse und sechsten 
Grades, welche drei Doppeltangenten hat und jeden der beiden Kegel- 
schnitte viermal berührt. 

Die polare Nebenbetracbtung führt zu dem analogen Resultat, dafs das 
Erzeugnifs zweier projektivischer krummer Tangentenbüschel *) an zwei 
beliebigen Kegelschnitten eine Kurve vierten Grades und sechsler Klasse 
ist, welche drei Doppelpunkte hat und jeden der beiden Kegelschnitte 
viermal berührt. In mehreren Abbandlungen (Comptes rendus, tome XXXVII, 
pag. 272; Chasles: Sur les courbes du quatrieme et du troisieme ordre; 
suite pag. 372 et 437) hat Herr Chasles die Erzeugnisse zweier projektivischer 
Kegelschnittbüschel untersucht und gefunden, dafs dabei eine allgemeine Kurve 
vierter Ordnung (sowohl Grades wie Klasse) hervorgeht, deren Eigenschaften 
sich mit Leichtigkeit aus dieser rein synthetischen Definition ableiten lassen. 



*) Unter Tangentenbüschol verstehen wir die sämmtlicben Tangenten eines Kegel- 
schnitts, welche projektivisch bezogen werden können auf irgend ein anderes Gebilde 
vermittelst einer Punktreihe, in der sie von einer beliebigen aber festen Tangente des? 
selben Kegelschnitts getroffen werden. 
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Abgesehen von der etwas verschiedenen Ausdrucks weise ist dies im Wesent- 
lichen eine Verallgemeinerung der ursprünglich von Steiner erdachten Auf- 
fassungsweise der projefctivischen Beziehung in der Art, dafs an Stelle des 
Projektionsstrahles ein Kegelschnitt tritt, also die Art und Weise der Bezie- 
hung eine krumme wird, während die auf einander bezogenen Gebilde wesent- 
lich gerade sind; in der vorstehenden Untersuchung ist umgekehrt die Be- 
ziehungsweise eine gerade und die auf einander bezogenen Gebilde krumme 
und die bei dieser Auffassungsweise hervorgehenden Erzeugnisse, sind, wie 
wir gesehen haben nicht allgemein, sondern beschränkter Natur, weil es Kurven 
vierter Klasse (Grades) und nur sechsten Grades (Klasse) sind. 

Breslau im April 1857. 
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4. 

Memoire sur la forme canonique des fonctions 

binaires. 

(Par M. A. Cayley.) 



JLi idee de la forme canonique d'une fonction binaire de degre impair 
el la theorie de la reduction d'une pareille fonction a la forme canonique sont 
dues ä M. Sylvester *) , qui a, en outre etendu sa theorie aux fonctions bi- 
naires des degres pairs 4 et 6. Mais il n'a etabli nulle part l'idee generale 
de la forme canonique d'une fonction binaire d'un degre pair quelconque. Je 
me propose de reprendre cette theorie en considerant d'abord les fonctions 
binaires de degre impair et ensuile les fonctions binaires de degre pair. 

Soit donc proposee la fonction de degre impair 

(a, b, ... a'Xx, rf- 1 . 

En designant par le symbole -2T une somme de m termes on voit qu'on 
pourra ecrire 

(a, b,. . . a'j(x, y) 2 *- 1 = 2A (x + ay) 2 "- 1 . 

L'expression qui forme le second membre de cette equation est appelee la 
forme canonique de la fonction donnee, et il s'agit de trouver les valeurs des 
quantites A, a. 

En supposant que le produit des facteurs lineaires x-\-ay soit egal, a 
un facteur conslant pres, a 

(a, b, . . . a'X*, y) m 

la question peut s'enoncer sons la forme suivanle: trouver une fonction de 
degre m, teile qu'en representant par x-\-ay un facteur lineaire quelconque 
de cette fonction, la fonction donnee de degre 2m— 1 se reduise a la forme 
2£A(x-\-ay) 2m ~ l . La fonction de degrö m contiendra un facteur constant 



*) Les recherches de M. Sylvester sont contenues dans le memoire intitule „Sketch 
of a memoir on elimination, Iransformation and canonical forms" Carab. and Dublin Mathe- 
matical Journal t. VI, p. 186, dans un Supplement publie conjointement avec ce memoire 
et intitule „Essay on canonical forms by J. J. Sylvester/' London, Bell, 1851, et dans 
le memoire intitule „On a remarkable discovery in the theory of canonical forms and 
of hyperdeterminants" Phil. Mag. Nov. 1851. 
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dont la raleur peut ötre prise a volonte« Mais a ce facteur pres la fonction 
de degre m sera completement determinäe. • 

Poar fixer les idees je suppose que la fonetion donnee soit la fonction 
cubiqoe 

. (*, b> c, dj(x> yf 
dans ce cas il s'agira de trouver une fonction qoadratiqoe 

(a, b, cXx, yf 

teile qu'en posant (a,b,c)(x,yy = ti(x-]-ay)(x-\-ßy) on ait identiqnement 

(«, *, e, fix, yf = A(*-f-« r }» + B (*+#)». 
Cela se fail tres - facilement par les methodes ordinaires. En effet, oo a 

A + B = a 

Aa-f-B/? = b 

Aa'^fB/S 2 = e 

Ao'+B/S 8 = d 
d'oü il suit 

'Hn-ctf+ti)+4 = Aa(§-aXti-a) + Bß(§-ßK V -ß) 

£ et t] etant des quantites quelconqaes; donc, en prenant | = a, rj = ß y on 
ob ti eilt 

««/? — b(a-\- ß)-\-e = 

baß— c(a -f/?)-f d = 0. 

Hais l'equation (a, b, c){x,yf = 9i(jx-\-ay)(jc-\-ßy) donne 

aß: a+ß-A = c:2b:a. 
Od a donc 

ac — 2bb-\-ca = 

be — 2cb-\-da = 

Systeme qui donne les rapports a : b : c. Mais ponr completer la Solution 
de la maniere la plus elegante, il fant ajonler a ces equations, l'eqaation 
(a, b, c)(x, yf = mise sons la forme (c, b, a)(y, xf = on ce qai est la 
meine ehose 

r'c+2yarb+« 2 a = 0. 

En eliminant a, b, c on obtient nne equation de laquelle on dednit 

Journal Ki Mathematik Bd. LIV. Heft 1. 7 
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(a,b,c)(*,y) a = ?, — YX>& 

a, b y e 

b, c, d 

Mais oq peut trouver ce resultat d'une maniere encore plus faciie. Considerant 
l'equation 

On n'a qu'a opörer sur cette äquation en so servant du symbole 

(a,b,c)(ö y , — öx) 2 i 

le second membre se reduit a zero a cause des equations (a,b, c)(«> — 1)' = 0, 

(a, b, cX/?,— 1) 2 = que donne l'equation (a,b,cXa?,y) 2 ==a(a?-f a 3 r X a: +^y)- 
Par consequent on a identiquement 

(a,b,cXd y ,- d x )\a ß b,c,dXx s y)> = 

c'est ä dire 

x(ac— 2bb-\-c*)-\-y(bc — 2<?b-fifa) = 

ou enfin 

ac — 2bb-\-ca = 

bc— 2cb + ifa = 

et de lä on tire comme auparavant la valeur de la fonction (a, b, e)(x, yf. 

Les valeurs des coefficients A, B s'expriment alors en fonctions lineaires 
des coefficients de la fonction cubique et des quantites a, ß qui sont pour 
ainsi dire les racines de la fonction quadratique (a, b, c)(x, yf. 

II est evident que le prooede suivi dans ce qui precede est tout a fait 
general, et que Ton obtient toujours explicitement la fonction du degre m: 
par exemple pour la fontion du cinquieme degre 

(a ß b,c,d,e,f)(x,y) 6 
la fonction dont il s'agit sera 



r% 


— f*> 


yx*, 


-x* 


a, 


b, 


e, 


d 


h 


c, 


d, 


e 


c> 


d, 


*> 


f 



et de möme dans tous les autres cas. Cette fonction du degre m (laquelle 
est un covariant de la fonction donnöe) peut dtre appelee le canomsant. Pour 
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la fpnction du cinquieme degre le canonisant peut «Mre mis sous cette autre forme 

ax-\-by^ bx-\-cy, cx-\-dy 

bx-\-cy, cx-\-dy, dx-\-ey 

cx-{-dy, äx\ey, ex\fy 

et on demontre facilement qu'il exisle toujours une transformation semblable. 
Considerons maintenant une fonctkm de äegrb pair 

(a, b, ...iOc«, y) 2 " 1 . 

Posons 

(a, b, .. . at)(x, yf m = 2k(x+ayf m 

• +-^(a, b, ... a'X*, y) m (a„ b i> ••• a fe y) m 

oü Ton suppose (a, b, .*.* ( Xx,y) m — *(x-\-ay)... et oü (a lr b n ...aiX^>y) m 

represente un certain covariant pqrfaitement determine de (a, b, . . . a'X^ y) m . 
L'expression qui forme le second membre de 1'equation proposee s'appelera 
la forme canonique de la fonction de degrö pair. Pour fixer les idees je sup- 
pose que la fonction donnee soit la fonction du quatrieme degr*5 

[a, b, c, d, e)(x, y)\ 
Dans ce cas, en prenant la fonction quadratique (a,b,c)(JF,y)*==a(a:-f a YX x ^rßy) 

et en representant par (a 19 b 1 ,GiX^y) 2 un covariant determine de (a, b, c)(x,yf 
on a 

(a, b, c, d, e)(x> y) 4 = A (#+ay) 4 + B (*-f ßyf\A (a, b, £){x, yf{* x , b, , d ,X#, y) 2 - 
Cela pose la condition qui sert a determiner le covariant (Bi,b l ,c l )(x,y) 2 est 
la suivante 

*(a,-b,cX5 y ,-ö,) , .(a,b,o)Sr,y) , (a 1 ,b l ,c 1 )5r,yy = K (a, b, c\*, yf 

oü K est an facteur constant dont la valeur est arbitraire. 
Le premier membre sera 

((7ac — 6b\ — 2ab, a 2 , X a i » b " c i)X*> Y? 

2bc, 12ac — 16b% 2ab, 
c 2 , — 2bc, 7ac — 6b 2 

en representant par cette notation Fexpression 

[(7ac — 6b 2 )a» — 2abb, 

-ff 2bea, -f(12ac — 16b')b, 

-|-[ c 2 a, — 2bcb 1 



m r m a Cj yx 
-f 2abCi ] xy 
+ (780-6^)0,]^. 
7« 
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On a donc 

(7ac-6b 2 )a x . — 2abb 1 -ftfc, 

2bca 1 -f(12ac— 16b 2 )b t -f2abc, 
e\ — 2bcb, -f(7ac— 6b 2 )c, 

et en ajoutant a ces equations la soivante 

arti, + 2xyb t -f fd 
on obtient, en eliminant a n b,, c,, Fequalion 

v> x 7 , 2xy, 

JCa, 7ac — 6b\ — 2ab, 
2Äb, 2bc, 12ac-16b\ 

Äc, c 2 , — 2bc, 

laqnelle pent s'ecrire aussi comme il suit 

7ac — 6b% — 2ab, 
2bc, 



Äa 

Ä2b 
Kc 



= u 

a 2 

2ab * 
7ac - 6b 2 



0, 



c 1 , 



+ K 



x\ 
a, 7ad — 6b 2 , 
2b, 2bc 



12ac — 16b 2 , 
— 2bc 

2xy 

— 2 ab, 
12ac-16b 2 , 

— 2bc, 



a* 
2ab 

7ac — 6b 2 



y 2 

a 2 

2ab 

7ac — 6b 2 



= 0, 



donc, en retablissant la valenr de u, savoir tf = (a n buCiXx,^) 2 , et en prenant 

7ac — 6b\ — 2ab, a 2 

2bc, 12ac— 16b\ 2ab 

— 2bc, 7ac— 6b 2 



o% 



on obtient 

(«i»bi»CiXar,y) 2 



a, 
2b, 

c. 



7ac — 6b*, — 2ab, 
2bc, 12ac — 16b\ 
c 2 , — 2bc, 



y 2 

. a 2 

2ab 
7ac — 6b 2 



Ces valeors se redaisent a des ezpressions tres simples. En effet, on a 
K = 576 (ac — b 2 )', (a, , fc„ oft*, y)* « — 72 (ac — b 2 ) 2 (a, b, c)(tf, y)* de sorte 
qu'en snpprimant le facteur constant — 72 (ac — b 2 ) 2 on pent prendre 

(«i » bi > cofo y) 2 = (•, b, cj(x, y) 2 . 
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(Test ce q'on aurait pa pro voir des le cominencemont; car le procede par le- 

***** * 
quel on obtient (a x , b n Cx)(^ y) 2 fait voir que cette fonction est uo covariant 

de (a, b, c)(x, y)\ da second degre par rapport aux variables et da cinquieme 
degrö par rapport aux coefficients ; donc cette fonction sera ä un factear 
num6rique pres, identiqae avec (ac — b 2 ) 2 (a, b, c)(^ y) 2 . Une circonstance 
pareille se presente dans ia reduction d'une fonction da sixieme degre a Fa 
forme canonique. En effet le covariant (a 19 b 19 c 19 d x )(^y) 3 sera une fonction 
da troisieme degre par rapport aux variables et da septieme degre par rapport aux 
coefficients, donc a an facteur nuraerique pres, cette fonction serajidentique avec 
le discriminant (a 2 d 2 -f etc.) multiplie par le cubicovariant (a 2 d— 3abc4-2b 3 )a7 3 -fetc, 
ou, en supprimant le factear constant, le covariant cherche sera tout simplement 
le cubicovariant de (a, b, c, A)(x, yj\ . De möme pour la fonction da huitieroe 
degre on troave qae le covariant (a n b x , c n d x , e^^y) 4 sera tout simplement 
(a, b, c, d, e)(x, y ) . Mais rien ne nous autorise a Supposer qu'ane redaction 
de cette espece ait lieu dans le cas general, et il paralt qu'en general le co- 
variant (a n b 2 , . . . *\)(x, y) m sera une fonction indecomposable da degre 2m-j-l 
par rapport aux coefficients; ä savoir, en posant 

(a, b, . . . a'Xdy, — d x ) m (a, b, . . . a'X^y)"^, b n •• • «IX** yTl 

= K(a,b,...a'Xx,y) m 
le premier membre sera une fonction de la forme 

((», ©...Xtnb 1 ...a;)x^r)' 

« 

oü 8, 8, . . . $', 8', . . . etc. sont des fonclions dounees da secoad degre par 
rapport aux coefficients (a, b, ...a'); cela etant, on aura 



K 



a, 8, . . . 

»', 8', . . . 



et 



(a„b,,...a;)(^y) m = — 



«", ma? m "" 1 y 
a, «, 8 
mb, %\ 8 



• • • 



ce qui fait voir que le covariant dont il s'agit est une fonction du degre 2m-f 1 
par rapport aux coefficients. 
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Je reviens au cas particnlier, le cas general pouvant ötre traite pre- 
cisement de la mdme maniere. Od a 

{a, b, c, d, e)(s, y)* 

J'opere sur celte equation en me servant da Symbole (a, b, c)(d r , — d x f et 
j'obtiens 

(a, b, c)(ö y , — d x f{a, b, e, d, $(x, yf — %AK(*, b, cX«, yf-, 
c'est a dire 

a(ex 2 -\-2dxy-{-ey t )l 
— 2h(bx t -\-2cxy^-dy , )\ = 
-\-c(ax i -\-2bxy-\-cy 3 )\ 

en posant, ponr abreger, \AK=iX, on anra 

f[ca. —2b* -fa(c — i)J 

-f2xy[c* — 2b(c+±;i)-j-a«f ] 

+r 2 [c(« — i)— 2b<f -fa« 



* J*Ä(a*> + 2b«r + cy 2 ) ; 







] 



ce qui donne 



ca — 2b* -j- a (c — *) = b 

c* — 2b(«-f iAT-j-arf . = 

c(c — X)—2bd -j-a« = 

et de lä on tire I'eqnation 

a, b, e — X = 

*, c+ll, d 
e — X, d, e 

qui servira a la determination de la qnantitö X: Les coef&cients des diff&rentes 
puissances • de X seront des invariants; en effet, si on developpe le döterminant, 
l'equation devient 2(tt*-f 2bcd—ad l — b 2 e + c')-\-X(ae— 4Arf-f 3c 2 )— X*=0. 
La quantite X etant connue, on peut an moyen de denx qaelconqnes des trois 
iqnations trbuver les rapports a : b : c, on ce qni revient a la möme* chose, 
on pent se servir des trois eqnations en introduisant les qnantites arbitraires 
L, M, N et Ton trouve 



(a, b, c)(*, yf = 




f. 


— yx, 


X 2 




L, 


a, 


h 


e — X 




M, . 


b, 


c\\X, 


d 




N, 


c — X, 


d, 


« 
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expression qui, en realite, ne contient den d'indetermine. La quantile K est 

fiiL 

one fonction connue de (a, b, c) donc ^i=z— sera pareillement connu , et 

les coefficienls A, B s'expriment en fonctions lineaires des coefficienls de la 
fonction da quatrieme degre et des quantites a, ß qui sont pour ainsi dire les 
racines de la fonction quadratique (a, b, c)(x, y)\ Comme je Tai dejä fait ob- 
server, tont ce qui precede s'applique egalement ä one fonclion de degre pair 
quelconque. Le determinant qui contient l peut ßtre appele le Lambdalque. 
On voit aisement quelle est sa forme generale; par exemple pour la fonction 
{a, b, c, d, e, f, g)(x, y) 6 ce determinant est 

a, b, m c, d — l 

b, c, d+ll, e 

c, d—ll, e, f 

d+K e, f, g 

• • 

expression dont le developpement ne contient que les puissances paires de A; 
cela arrive, comme M. Sylvester l'a remarque depuis longtemps, toutes les 
fois que tn est impair, c'est ä dire toutes les fois que le degre de la fonction 
dont il s'agit est un nombre de la forme 4p -\- 2. 

Revenoos ä la fonction du quatrieme degre (a, b, c } d,'e)(x, y) 4 ; en 
ecrivant (a x , b 2 , 6iX^ y) 2 = (a? b, 6){x, yf = a (x -f ay) (x -f ßy) on obtient 
pour la forme canonique 

(«, h>c, d,eXx, y)* = A(x+ay)* + B(x+ßyf+4(x + ayy(x-\-ßy) 2 . 

Relativement ä la fonction du sixieme degre {a,b,c,d,e,f,4j)(x,yf, je fais 
observer que le cubicovariant de (x -\- ay) (x -\- ßy)(&-\-yy) ©st 

{{2a-ß-y)x-(!iß r -ya-aß)y}{{2ß-Y-a)x-{2ya-aß-ßY)y} 

{ { 2y.-a-ß)x-(2aß-ß r - r a)y} 

donc en representant cette fonction par <£>> on a pour la forme canonique 

(a,b,c,d,eJ,g)( x ->YT 

Pour la fonction du huitieme degre le covariant (a n bj, c 19 d 19 ej^x, y) 4 est 
tout simplement egal ä (a, b, c, d, e)(Jx, y) 4 ainsi que je Tai dejä fait observer, 
et Ton a pour la forme canonique 

(a, b, c, d, e, f,g, A, ifix, yf = A (*-f-ay) 8 + B (x+ßy?+ C (ar+yy) 8 +D (*+W 

+ A(x+ ay)\x + ßy?(x + yy)\* -f dy)\ 
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Je n'ai pas cherche a reduire ou ä presenter sous la forme «Tun determinant 
le covariant (ai,-b n e 19 d i ,e 1 ,f 1 )(.r J y) 5 qui entre dans la forme canonique de 
la fonction du dhrieme degre. 

On a vo qne le covariant (a n b M ... *[)(&, y) m s'obtienl par le de- 
veloppement de la fonction 

(a, b, . . . af%d y , — d x ) m . (a, b, . . . a'Xtf, yr^ , b, , . . . aför, y) m 

et j'ai donne ci-dessus an exemple de ce developpement ; en employant pour 
plus de commodite les lettres italiqaes au lieo de9 lettres romaines, on pent 
ecrire la formale dont il s'agit de la maniere saivante 

(a, *, cXdy , — d x f (a, b, cXa?, yf (a, , b t , c&x, yf = 



2((7ac — 64 2 
hbc 
c 2 



2ab 

7ac — 6ä 2 



-2ab a\ X«n*.,«i)X*>y)' 

12ac—16b 2 

— 2bc 

Les equations analogues poar la fonction cubique etc. sont 

(a, b, e, dj(d y , - 8 x f (a, b, c, d){x, y)> (a, ,*„«,, d&x, yf 

6X(( — 19aa*+18*c 
— 39M-|-36«* 
-Zed 
-d 2 



-J- 39ac — 364 2 
— 18aa*-f27*c 
— 72M-J-81C 2 
+ 3ca* 



-Sab 

+ 72ac — 81b 7 
-j-18arf— 27*c 
-39M+36C* 

-\-Sab 

-j-39ac — 36* 2 
-j-19aa*— 18*c 



x«i,*i»«i»*)x*»ry 



(a, 6, c, rf, «Xöy, — B x )\a, b, e, d, e)(x, yf(a t , b t , c, , rf, , « 1 ))(a: > y) 4 



24X(( -f 71OC-160M4-90C 2 
+124*«— 120ca* 
+126c«— 120a* 2 

-\-4de 

— 4a6 

-f-240ac — 256* 2 

-j-120aa*-144Jc 

-j- 160a«- 89ÖM+ 720c 2 

— 1246«-j-120cä* 



— 124aa*-fl204c 

+ 160a« — 896bd-\-72Qc t 

-fl«0*«— 144ca* 

-j- 240c« — 256a* 2 

-Ade 

-\-4ab 

+126ac— 120* 2 
-j-124aa*— 120ftc 
-j-71a«— 160W+90C 2 



+ 126ac— 120F 
—120ad+Uibc ' 
-f- 180a«— 14406a*-{- 1296V* 
— 120*«+144crf 
+ 126c« — 120a* 2 

X«n*n «n d^ #,))(#, y) 4 
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{tt, b, c, d, e,fjß 1t — 8 x f(u, b, c, d, e,f%c, yf{a^ 6„ c,, «*„ «„ f$jt t yf 



1 20 X ( ( — 251 af-\- 6006« 350co* 

— 655*/- -f 1 700c« — 1 050rf* 

— 460« f\- 450o« 

— ZiQdf+ZWe* 

— 5«/" 

I— ' 

— 460«rf-{- 4506c 

-f 1700a« — 77506J+ 6000c 1 

— 350a f\ 2250*« — 2000crf 

— 21006/"+ 1 2000c« — lOOOOd' 
-flöOc/ 1 — 500<fe 

-310o7-f-300«' 

— hüb 

+ 600ac— 6256' 

-f-450«J — 500*c 

+ 1700a«— 7750M+6000C 5 

-|- 600«/— 28756«+ 2250ca* 

—6556/+ 1700c« —1050a*' 



-f 655a« — 1 7006a* + 1050c' 

— 600a/+ 28756« — 2250ca* 
- 17006/4- 7750c« - 6000ä* ! 

— 450«/'+ 500a« 

— 600a7*+625«* 
+ 5«/" 

-f 310ac — 3006' 

— 450aa*+ 5006c 
+ 2100a« - 120006a* -j- 10000^ 
+ 350a/"— 22506« + 2000ca* 
— 17006/*+ 7750c« — 6000a" 
+ 460c/— 450a« 



+ 5a6 

+ 310ac — 3006' 

+460aa*— 4506c 

+ 655a« — 1 7006a*+ 1 050c 2 

+251a/*— 6006«+ 350ca* 

Les resullats qu'on vient d'obtenir pour les cas particuliers les plus simples 
fonl voir quo la theorie generale doit ötre sosceptible de developpements 
ulterieurs. Ainsi la forme canonique de la fonction cubique (a,b,c y d)(x,y~)* 

sera ti 3 -f t> 3 si Ton pose v, v au Heu de yA(x-\-ay\ f B {<&•{- ßy)- La melhode 
generale oe donne que la valeur du produit u, v ä un facteur constant pres; 
roais on peut Irouver les valeurs de u et v separement. En effet en se 
rappelant les resullats obtenus dans la „Note sur les covariants d'une fonction 
quadratique, cubique, ou biquadratique a deux indeterminees" (t. L, p. 285 de 
ce Journal), on reconnait que les deux fonctions #-fW~ CU -# — U^— D 
sont Pune et l'autre des cubes parfaits et Ton a 

2Uy-D = (#+W-D)-(#-lty--D); 
on a donc 



1 2V— n ' 



2/-D 

De möme la forme canonique de la fonction du quatrieme degre (a,b,c,d,e)(x,yy 
sera ti 4 +r 4 -{-6tfti 2 ^ = (ti 2 — v 2 j* + 2(\ + 30)u 7 v 2 , si Ton pose u, v au Heu 
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de ^A(x+oy), YB(x+ßy); or IH— « t JU> IH — »»JU, IH— 0»JU äant 
Ions les trab des earrts de fonctions quadratiques, h fonctton U peut a'ex- 
primer au moyen de deux quelconques de ces trola quantitfs comme one 
somme de deux carres et on däduit de U lea valeurs de u et de v; on troovera 
le dtveloppement de cette Solution dana im memoire 9 Snr quelques formales 
pour la tranaformation dea integrales elliptiques" qui parattra prochainement 
dana ce Journal. Quant & la fonctton du cinquieme degre on pourrait tarire 
if, v, w au Heu de ik{x-\-ay\ j/B(#-f ßy)^ yC(#-f YY\ ** W donnerait 
pour forme canonique *•-}- r s -f-M> § > mais il vaut mieux, en multipliant ces valeors 
par des facteurs convenablee, farire u-f ^-f t^ = et prendre pour forme 
eanonique Atf-fBi^-f Ck> 5 = Ö, c'est ce qu*a fait M. Sylvester dans son 
memoire ci-dessus cito. On trouve aussi des d6veloppements sur ce sujet 
dans le memoire de M. Foä de Bruno „Nota aulla teorica degli invarianti, 
Toriotini annali etc. 1855. 

Pour la fonction du sixieme degrö on peut aupposer que la fonctton cubique 
(a, b, c, &)(x, X) s soit reduite i la forme canonique n* -f- ^ oe ' a Stent ' e CU M* 
covariant aera ** — r% et en repr&entant par q Tune des meines cubiques 
imaginaires de l'unitl la forme eanonique aera 

c'est encore ce qu'a fait voir M. Silvester dana aon memoire. 
Londres, 9 Ayril 1856. 
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5. 

Mathematische Miseellen. 

(Von Hern SekeUkuek.) 

X. 

Zur Theorie des Additionstheorems der elliptischen Integrale. 

$. 1. 

Jüan molfo sn eis er symmetrische« Function von «, *, c gelangen, wenn 
man ans der Gleichung 

CD y«+y» — i* 

die WnrselgrOften fortschafft Man erhilt auf diese Weise 

(3.) c , -2c(«+*)+(o-*) , — 0. 
Setzt man hier 

(S.) «-* — * — y 

(4.) a+* «= *+y— a«/ 

so ist auch noch 

(5.) «*^s,(»+ y -tny)+(»-yj» — 

eine symmetrische Function tob *, y, «, denn m der symmetrischen Fnnetton (S.) 
ist nnr noch die symmetrische Function %xye hinsugetreten. Vertansoht man 
nan x, y, e mit **, y 7 , «* und setst 

(6.) *» + ** — i; y^y»—!; a(«+«'««l 

m ergiebt sich ans (3.) und (4L) 

*«=*>(!— y*) = #>y n and * = /*". 

Setzt mam die*e Werthe f tor a 9 b, e im (1.) ein, so ist ersichtlich, dafr die 
erete der drei Gteichnngen 

(7.) xy>-\-y4*s*mi «* \ na? = y ; jrV-f«/«* 

die beiden andern nach «ich siebt , da alle drei auf dieselbe symmetrische 
Function führen. Da die Zeichen von x, y, a? 9 y 9 willkftrtich sind, nid das 
Zeichen von * durch die erste Gleiehraf bestimmt wird« ao kann nur noch 
Aber daa ZekJhen von *' etat* UüfewiAhett bleiben. Setst man aber das 
Werth von % ans der ersten dieser tfefetanges in die iweite oder dritte 

8* 
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ein, so erhält man für z 9 ganz denselben Ausdruck, daher wird das Zeichen 
von z' vollständig durch die Grölsen x, y 9 x\ y f bestimmt. Vertauscht man 
noch in der erhaltenen Gleichung z mit y nnd mit x, so gelangt man zu 
den drei Gleichungen 

(8.) xy — x'y' = z f ; zx — z'x 9 = yV yz —y'z' = x\ 

Solcher Gleichungen lassen sich nun noch mehrere entwickeln. Addirt man 
z. ß. die beiden letzten der Gleichungen (7.) und dividirt die Summe durch 
a?-f>% so erhält man 

wo die zwei letzten Gleichungen wieder durch Vertauschung aus der ersten 
entsprungen sind. 

Es ist 

x n — y* = y*~ x 7 



oder 






x-\-y y — x z* z % z z 

Dividirt man diese Gleichung durch die erste (9.) und wechselt dann die 
Buchstaben gehörig, so entstehen die Gleichungen 

^ '' y — x z ' z — x y ' z — y x 

Eliminirt man aus den beiden letzten der Gleichungen (7.) die Gröfse z' so 
erhält man 

fii -\ xtf—yjf i_ m xz'—zx* J_ # yz'—zy* J_ 

U } x % —y % ~ z ' x*—z* ~ y ' y t —z t ~ x* 

Multiplicirt man aber die zweite der Gleichungen (7.) mit x nnd die dritte 
mit y und subtrabirt die Producte, so ergiebt sich auch durch gehörige Ver- 
tauschung 

ri21 xs J —y/ a£ # xaf—zai y> ^ yy*—z%' x* 

V*'J y*— x % ~ *' z t —x t ~T* z % —y* T* 

Diese Formeln lassen sich leicht noch weiter vermehren. 

§. 2. 

Ans der ersten der Gleichungen (8.) ist 

x'y* = xy — z' 
und wenn man beide Seiten dieser Gleichung quadrirt, so erhält man 

(1.) s* = x t +y*-2xyz'. 
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Hit Hülfe dieser Gleichung kann man zu Formeln von weit gröfserer All- 
gemeinheit gelangen. Schreibt man nämlich — statt x und -2- statt y, wo 

unter ff und 1/ verstanden werden soll ^1 — ff und /l — rf, so erhall man 
n 2 * 2 = £ f2 -fi/ 2 — 2£ys', oder wenn man für ff und if wieder die alten Buch- 
staben x 9 und y' einführt, welche aber jetzt eine andere Bedeutung haben 

als in §. 1 

(2.) n 2 z 2 = x" + y 2 — 2-r'y V. 

Aus dieser Gleichung läfst sich leicht eine symmetrische Function von x, y, z 
bilden , denn da x 9 y f z 9 schon eine solche ist, so braucht nur ri* so gewählt 
zu werden, dafs n 2 z 2 — x n — y n eine symmetrische Function wird; dazu ist 
aber offenbar nur erforderlich, dafs man 

n 2 = 1— tfx 2 y 2 
annimmt, wodurch sich aus (2.) die symmetrische Function 

(3.) 1 — x 92 — y 2 — z 92 -f 2x 9 y r z 9 — fex 2 y 2 z 2 = 
ergiebt. Hier soll /? eine Constante bedeuten. Dem Ausdrucke für n 2 könnte 
auch eine andere Gestalt gegeben werden, aber die gewählte ist die ein- 
fachste. Ganz ähnlich ist auch in §. 1 Gleichung (4.) für a -j- b die einfachste 
Form gewählt worden. Da nun in (3.) eine symmetrische Function von x, y, z 
erhalten worden ist, so fahrt also die Substitution von 

— statt x also 1 r = = — = ± * yt / J statt x' 2 

n tr n* l — k % x n y n 

und die ähnlichen Einführungen für y und y 9 in die Gleichungen des §. 1 
zu neuen Gleichungen, in denen die Buchstaben x, y, z untereinander ver- 
tauscht werden können. Bezeichnet man also 

yi— &x\ yi— #y\ ii—iez 2 , ix-v^y 

durch 

^i» Yd ^m 

so hat man nur in den erwähnten Gleichungen 

*> *', y> y 

mit 

* *Tt y 



n ' n ' n * 



zu vertauschen, um neue Gleichungen zu erhalten. 

Aus den ersten der Gleichungen (7.) in §. 1 und durch Buchstaben- 
vertauschung erhält man so die drei Gleichungen 
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Aus dar letzten der Gleichungen (7.) entstehen ebenso die Gleichungen 

(5.) yV+«y#i = a?'; *V+«yi=y'; a?y -f vyz x «= «'. 

Aus der ersten der Gleichungen (8.) f. 1 kommt auf gleiche Weise 

Ans der letzten der erwähnten Gleichungen folgen noch die 6 Gleichungen 

l^'* - x yi*' = y x i> *'y — *zy => zx t ; y f *—y*&?* =z *y\\ 

\y , z—yx x ifz=xy x \ z f y^MX i y ß ^=xz l i z'x—zyix? = yz g . 

Setzt man ans der ersten der Gleichungen (6.) in f. 2 den Werth von z 9 
in die letzte der Gleichungen (5.) , so erhält man 

also durch Vertauschung 

Dividirt man die Gleichungen (4.) durch die (6.) , so ergeben sich die Glei- 
chungen 

Aus der ersten der Gleichungen (9.) in §. 1 und durch Tausch und dann ans 
Nr. 1 in (10.) erhält man folgende 6 Gleichungen 



(10.) ^^ = 1^; ^ 



Addtrt man dl« zweite and dritte der Gleichungen (7.) in §. 2, so erhalt man 
sogleich auf die bekannte Weise 



Zieht man aber dieselben Gleichungen von einander ab, so gelangt man sn 

C i3.) _£i-2i_ = 1±5l, *r»»«ita, ri.-«i t — i±fu 

v ' j'jr — sy z zsr—xw y T zy — yv s 

Setzt man den Werth von x'z aus der ersten der Gleichungen (7 
in die letzte, so erhalt man die Gleichungen 

(14-) ***X* / — *iyi~*i> Jftwy 1 — ff,«,«?,; l^yzx f —y l % l ^x l . 
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MtütipHcirt man die leiste dieser Gleichungen mit der ersten (5.), deren Seiten 
mm vorher umkehrt, so erhalt man 

&yzx n —x'y l x l = Xi?*?+*yxl = a^yV-f *y — ***y** 
oder 

Setit mtn non 

*»-]-** = 1, 

so erhalt man folgende drei Gleichungen 

(15.) *yi*i+*iyV4-y**' f ==(); /x 1 * l ^ 1 xV+a?*A r2 =:0; 

Jxiyi+tixY+yzU 2 =*0. 
Jfulliplicirt man die erste der Gleichungen (14.) mit z t , so erhilt man 

&xyz'z % — x g y g z l = 1 — *V oder tf^-f xyz'z^ = i+*iyi*i- 

r 

Ifultiplicirt man aber die letste der Gleichungen (5.) mit z\ so ergiebt sich 
rfyz 9 -f- xyz% = ** = 1— ** oder z 1 -\-xyz'z l = 1 — x?y*9t, 

also wird 

(16.) * 2 (l-*'yV) = l + * iyi *i 
oder auch 

(17.) V+»*y>zF+* iyg m l = 0. 

Ans der ersten der Gleichungen (11.) und der ersten der Gleichun- 
gen (12.) in f. 1 erhilt man auch noch 

und ans diesen Gleichungen 

K J xy'y i ~yx'x i ' xztz l --zx'x l J ' yz?x—*/yi 

EBminirt man aus der «weiten und dritten der Gleichungen (7.) die ßröfee z, 
so erhalt man 



Durch die angewandte Substitution lafet sieh also aus Jeder Formel für die 
Kreisfunctionen, denn das sind die Formeln des f. 1, eine entsprechende für 
dfcs elliptischen Functionen ableiten. 
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Die Gleichungen des vorigen Paragraphen, die sich leicht noch ver- 
mehren iiefsen, können auch anf andere Weise entwickelt werden. 

Setzt man in der Gleichung (1.) des §. 2 kz statt z, so erhält man 

Ä 2 * 2 = ar-fy 2 — 2xyz x 

und wenn man hier x und y mit — und — vertauscht, so gelangt man zu 

Ä 2 * 2 » 2 = at+yi — 2x 1 y l z l . 
Nimmt man nun wieder 

n 2 = 1 — iex 2 f, 
so erhält man die Gleichung 

1 — *\—yi-*l-\'2x l y l z l — k*x 2 fz 2 = 0. 
Es werden also die Gleichungen des §. 1 ebenfalls neue Gleichungen 
liefern, wenn man in ihnen kz statt z setzt, also z' mit z i vertauscht und 
auch statt 

x S x'; r; y' 
die Gröfsen 

£«.. *££. ü. *ZE! 

einführt. 

Man erhfilt auf diese Weise neue Gleichungen, aber nicht die Glei- 
chungen des §. 2. Um diese zu erbalten mufs man noch die Zeichen der mit 
Accenten und Zeigern versehenen Buchstaben in die entgegengesetzten ver- 
wandeln, wie ein einfacher Versuch sogleich lehren wird. Die letzte Gleichung 
gehört also anch in die Reihe der Gleichungen des §• 2, wenn man das Zeichen 
von x l y 1 z l in das entgegengesetzte verwandelt. Diese Gleichung wird dann 

(1.) 1 — x\ — y\ — z\ — 2x i y l z l — k*x*y 2 z 2 = 0. 

Durch diese Beobachtungen wird man darauf aufmerksam gemacht, dafs sich 
die meisten der Gleichungen des §. 2 durch schickliche Substitutionen in ein- 
ander Oberfahren lassen. Man findet so leicht, dafs wenn man in den Formeln 
des §.2 erst die Zeichen der mit Accenten und Zeigern versehenen Buch- 

staben in die entgegengesetzten verwandelt, dann -r- statt k setzt und zuleUt 

x, y, z mit kx, ky, kz vertauscht, mehrere dieser Gleichungen in einander 
übergehen. Diese erste Substitution fordert also, dafs man 

x, y> *; rf> y*> *?> *m Xu *i 

vertauscht mit ) A 

kx, ky, kz; x t , y l9 z^ x', /, z' 
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Es giebt noch zwei andere Substitutionen, welche dieselben Dienste leisten. 
Man braucht nämlich nur 

*/ *, y> *i d 9 /> *'/ *m Xn *i 
so vertauschen mit )ß 

y. !£ i !!. i ' 1. £ Zl i 

"' x" y" z" x" /> z" x" y" z' 

and ferner 

*; x, y, z; x\ y*, *'; x„ y„ z x 
mit i q 

Auf diese Weise lassen sich aus der einzigen Formel (16.) in §• 2 fünfzehn 
andere Formeln ableiten. Durch die Substitution C liefert diese Formel zu- 
nächst die drei Formeln (14.)* Durch die Substitution B entspringen aus der 
letzten der Gleichungen (14.) die drei Gleichungen (15.), und durch die Sub- 
stitution A erhält man aus derselben Gleichung die drei Gleichungen (5.). 
Wendet man dann noch auf die zweite der Gleichungen (5.) die Substitution C 
an, so gelangt man zu den Gleichungen (7.). 

Auf diese Substitutionen hat zuerst Jacobs im 39. Bande d. J. auf- 
merksam gemacht. 

§• 4. 

Multiplicirt man die Gleichungen (5.) in §. 2 mit den Differenzialen dx', 
3y\ dz' und addirt alle drei Gleichungen, so erhält man sogleich 

d.x'y'z'+zyxtdx' + zxytdy + xyzßz' = \ d {x n + y» -f z n ) . 
Es ist aber dar — -j- etc. , daher ist diese Gleichung 

Nach (3.) in §. 2 ist aber die rechte Seite dieser Gleichung 

±d.K l a?y l z 1 = tfxyzdxyz, 
daher erhält man 

§. 5. 
Durch die Substitution A erhält man aus dieser Gleichung auf der Stelle 

a^ xtüx , y'dy i z f dz •* mmm 

.1 ul — i.j s= dxyz. 
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Hnltiplicirt man nun diese Gleichung mit A 2 and zieht sie von der (1.) in §.4 
ab, so bleibt, wenn man mit 1 — ß 2 dividirt 

( 2.) J*+J^ + Jß- = . 

v ' TX i ' yy x ' a'z, 

§. 6. 
Bezeichnet man -^ — , -f-, -7— entsprechend mit X, T, Z, so ist also 

(1.) x+ r-f z = 0. 

Setst man noch ay? = u und ar'yV = «', so erhält man aas (1.) in §. 5 

(2.) x n X-\-y n T-\-z n Z = du 
oder wenn man (1.) — (2.) bildet 

(3.) x*X\fY\z*Z == -du. 
Multiplicirt man (1.) mit x 2 -{-y t -\-z* und zieht (3.) vom Producta ab, so bleibt 

(4.) if + s?)x+ (« 2 + x*) r+ & + f) z = ö». 

Wendet man nun die Substitution £ an, so verwandelt sich dx in —fr 
u. s. w. und X geht in iX aber u. s. w. Daher erhält man ans (2.) sogleich 

r c-v X , Y , Z ^ u udu f — ti'cto 

oj -^+7*+^ — ö v = — ^ — 

oder 

(6.) y n z n X\z n x n Y\x n r n Zi = udu'-u'du. 

Addirt man zu dieser Gleichung (4.) — (i.)» so bleibt 

(7.) y VX+ «V F-f «y Z = (1 - ti') 5a + wo**. 

Dividirt man diese Gleichung mit tf, so erhält man eine der (5.) entsprechende 



s' ' y ' z" u 

Aus (10 — *V(40-{-*V(70 ergiebt sich 

(i -ffnYxi — *W) j:+ (l -*wxi -tfoV) r-{-(i— *w**xi — tfaY) ä 

Setit man 

so erhält man aus der leisten Gleichung 

, ft . ^ , 7 ,2 k*a*(u$v-vdu) 

10 •' 1— «V** t l-*' a y t 1— «*a V "" (1— «Vjr'Xi— *»aV*)(*— **«*»*) ' 
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Der Nenner des Braches auf der rechten Seite lfifst sich durch die Gröfsen * 
nnd u' ausdrücken, denn es ist 

tt* = (l_^)(l_ya)(l_^)=i_a.S_^ 

Nach Nr. 3 in §. 2 ist aber 

(9-) 2 — 2u'-f* 2 fi 2 = a? 2 -f y 2 -}-* 2 , 
daher wird, wenn man diese Gleichung zu der vorigen addirt, 

(10.) (i_ti f ) 2 + (i-f A 2 )« 2 = yV-f *v+ *y. 

Mit Hülfe dieser beiden Gleichungen erhalt man, wenn noch >/l— o 2 mit d 
nnd yi — ÄV mit fl x bezeichnet werden, 

(11.) (l-Ä 2 « 2 ^ 2 )^-* 2 !! 2 ^ 2 )^-* 2 !! 2 « 2 ) == tf-VaWtiu 2 

= (r -f k 2 aa'a v u) (v — tfaa'aju) . 
Die rechte Seite von (8.) geht jetzt in 

a pi t; — ftVm f fl i tt 

Ober. Setzt man nun für 2T, F, Z, v nnd v wieder ihre Werthe ein, so 
erhalt man ans (8.) endlich 

rio*\ dx | dy | dz 

VJ (l—k t a*x*)x l x i t (1— *VyVri T (l-t'aV)^ 

a p. | g* -f- Ag'flVy s f — Ag'fl rfa, jry z 

~ 2^ ö 0g a\ + A'aV/ft' + * Wa^yz ' 

Die rechte Seite dieser Gleichung läfst sich auch in anderer Form darstellen. 
Hultiplicirt man nämlich die letzte der Gleichungen (5.) mit z f , so erhält man 

x f y>z f = 1 — z* — xystfzu 

fahrt man diesen Werth von x'y'z' in (12.) ein nnd setzt 

1-kWz* ° 9 

zefa t — az% __ % 
\— * f aV ~ ' 

so erhält man 

,m*^ dx . dy | dz o fl . l—k % axya 

1 J (1-*VxV*i + (l-^Wn + (l-ÄV* 1 )*'*! ~ 2^ C ° K l+* f a*ya* 
Wer mit der Theorie der elliptischen Integrale vertraut ist, wird diese 
Mittheilungen zu benutzen verstehen. 
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6. 

Bemerkungen zu Jacobi's Abhandlung über 

Variationsrechnung. 

(Von Herrn E. Heine in Haue.) 



1. 

Der Satz, welchen Jacobi in Cr eile's Journal f. M. Bd. XVII Seite 71 
aufstellte, und dessen Richtigkeit im VT en Bande des Liouville'schen Journals 
Lebesffue S. 17—35 und Delaunay S. 211—218 nachgewiesen haben, lflfst 
sich durch folgende, auf ganz verschiedenen Prinzipien beruhende Betrach- 
tungen ohne grofse Rechnung ableiten: 

Ist A eine gegebene, u irgend eine Function von x, deren Differential- 
quotienten nach x durch u\ etc. bezeichnet werden, setzt man ferner 

(1.) 2Z = (— lyjAu™ u™ dx, 
so wird 

dZ = {-iffAu^dv^Hx 

oder, nach bekannten Sätzen, gleich einem von dem Integralzeichen freien 

K d ' du dx. Bedeutet nun y eine 
gegebene Function von x, und setzt man u = yt, so ist du = ydl, also 

t 3.) HZ = L+fyiVpOldx. 

Einen gleichen Werth mufs man finden, wenn man zuerst u — yt in (1.) 
einsetzt, und erst dann variirt; nur die Form, in der beide Ausdrücke auf-* 
treten, wird verschieden, und grade dadurch Jacobi's Satz erhalten werden. 

Substituirt man obigen Werth für u, so hat u M die Form 

wo die a einfache Functionen von y, also auch Functionen von x sind; 
folglich besteht Au w u w aus einer Summe von Gliedern 2ß&*&\ wo die 
ß gegebene Functionen von x (wie die a) sind, und die Indices m und p 
die Werthe 0, 1, etc. n annehmen. Setzt man diesen Ausdruck in (1.)* so 
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Iftfst sich 2Z leicht auf die Form 

(3.) M+fi&U — CiM + Ctfr + C B /<*>/<">) <te 

bringen, wenn M, wie früher L, keine Integration enthält, und die C gege- 
bene Functionen von x sind. Es besteht nämlich Sjßt im) t iP) dx erstens ans 

Gliedern, für die m = p ist, die also unmittelbar die Form (3.) haben, zwei- 
tens aus Gliedern, in denen m und p verschieden sind. Es sei p>m, und 
zwar zunächst p = «i|l; für solche Glieder ist 

fß^H^dx ^fßt^fi^dx = & im) 2 iim) -f £({'«)('" >dx, 



also von der Form (3.). Ist p—m>\, so reducirt man vermittelst Integration 
durch Tbeile, nämlich nach der Gleichung 

fßfi m H»dx = /9^>*<p-"_y^/<*>^^ 

das Integral auf der linken Seite auf solche von den beiden eben betrachteten 

Formen, also auch auf die eine Form Jßtl r) fl r) dx. 

Nimmt man nun die Variation von 2Z in der Form (3.), so wird 
nach dem schon oben benutzten bekannten Satze dZ gleich einem von dem 
Integralzeichen freien Tbeile N vermehrt um 

(4., /|;c^ + £$p + ...+*£p)* fc 

Es muss daher der Ausdruck (4.) gleich dem Integrale in (2.) sein, d. h. 

Die Gröfse C ist offenbar gleich y K * ■■; denn da u = yt, so wird 
Es ist daher 

' dx n 

das einzige Glied, welches einen Beitrag zu C t liefern kann, und dieser ist 
offenbar 

r§ *r» 
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Aus diesen Entwicklangen folgt unmittelbar Jacobi'* Sats. Macht man 
nämlich 

bezeichnet durch die A wiederum gegebene Functionen von x, und setzt u=yt, 
wo y eine gegebene Function von & ist, so wird nach den obigen Entwicklungen 

wenn die B Ähnlich den C, nämlich gleichfalls bekannte Functionen von x 
sind. Da ferner 

ist, so wird, wenn y so gewählt wird, dafs es ein Integral der Differential- 
gleichung 17 = ist, auch B u verschwinden, also 

fyUi. = B tt '+ J Jm + ... + i^H, 

wie der Satz von Jacobi behauptet. 

Anmerk. Um die Werthe der B, die in jener Abhandlung von Jacobi 
nicht in Frage kommen, wirklich zu bestimmen, habe ich das Verfahren etwas 
abgeändert, indem ich schon früher durch Tbeile integrirte, und dadurch 

y* P d n (AuW) 

Au {n) u M dx auf Ju — * n dx reducirte. Setzt man in dieses Integral 

u = ty, so hat man nur Integrale von der Form / ßtl (p) dx statt wie früher 

von der Form jßfi^fi^dx zu behandeln. 

II. 

Seile 72 slelti Jacobi einen zweiten Satz auf, der gleichfalls von Delaunay 
im weiteren Verlaufe der oben erwähnten Arbeit bewiesen ist. Setzt man 
nämlich 

J=ff(x,y,y,...y™)dx, 
so zerfällt bekanntlich dJ in einen Theil wie L und ein Integral J^dy dx, wo 

ist. Jacobi behauptet, dafs dV die Form 

(6.) j* + a4M+...ö$ä2 = w 
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bat« Diesen Satz durch directes Variiren von Vzu beweisen scheint Schwierig- 
keiten zu haben; ich schlage deshalb folgenden, dem obigen Ähnlichen Weg ein: 
Es seien 6 nnd Zeichen von Variationen, die unabhängig von ein- 
ander sind; alsdann wird die doppelte Variation dOJ gleich 

(7.) 2 ff tf m \ yO») ( jyc-) fy-o» -f- $yM <? r o») dx, 

wenn das Summenzeichen sich auf alle Werthe von m und p bezieht, die 
man dnrcb Combinationen der Zahlen 0, i, 2, ... n zur zweiten Klasse mit 
Wiederholung ohne Permutation erhält. Einerseits ist dieser Ausdruck offen- 
bar von der Form 

L+fdVOydx, 

andrerseits lAfst er sich (s. unten) in die Gestalt 

(8.) M-\-f(AdyOy — A i <ly'Oy'-\- ... ±A R W*Of n) )dx 

bringen, folglich nach bekannten Sätzen sofort in 

N+fW9(y)ix 

transformiren. Hieraus folgt unmittelbar, dafs dV gleich W ist, wie behaup- 
tet war. 

Dafs SOJ wirklich die Form (8.) hat, sieht man auf folgende Art ein : 
Die Glieder von (7.), für welche tn = p, haben bereits diese Gestalt; in den 
übrigen mag p>m sein, und von diesen betrachten wir zuerst alle, in welchen 
p = tn-\- 1. Dann wird 

offenbar auf 

fp9f> m W*ix 

also auf die verlangte Form durch eine einmalige Integration durch Theile 
zurückgeführt. Ist endlich p noch gröfser, so wird 

auf 

Jß(fy^fy*-*i+ W-tW+V) dx \kn^f(f{3f^ey^ l) ^d^ l) e^)dx 

also scbliefslicb auf eine der früheren Formen, und daher auf die Form von 
(8.) reducirt. — 

Januar 1857. 
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7. 

Die Krümmungslinie der Wellenflftche zweiaxiger 

Kiystalle. 

(Von Herrn P. Zech in Stuttgart.) 



(Im 52. Bande dieses Journals habe ich die Eigenschaften der Wellen- 
flache zweiaxiger Krystalle untersucht, welche sich aus der punktweisen Con- 
struction derselben ergeben. Eine Reihe weiterer Eigenschaften findet man, 
wenn man sie als Einhüllungsfläche von Ebenen betrachtet. Ich bediene mich 
dabei derselben Bezeichnungen, wie in jenem Aufsatz und fahre in der Num- 
mernzahl fort.) 

9. 

Zu den Mantellinien eines Kegels K, welcher die optischen Axen des 
Ellipsoids E zu Fokallinien hat, lege man senkrechte Ebenen im Abstand der 
reciproken Mantellinienlänge des Ergänzungskegels C vom Mittelpunkt O. Diese 
Ebenen sind Berührungsebenen an die Wellenfläche, ihre Einhüllungsfläche ist 
eine entwickelbare Fläche F: sie ist einer Kugel mit dem Mittelpunkt O und 
mit einem Halbmesser gleich jener reciproken Länge umschrieben nnd ihre 
Berührungsebenen sind den BerOhrungsebenen des Ergänzungskegels C parallel, 
oder sie ist die Einhüllungsfläche der gemeinschaftlichen Berührungsebenen 
jener Kugel und des Kegelschnitts, in welchem C die unendlich ferne Ebene 
schneidet (unter Berührungsebene eines Kegelschnitts ist jede Ebene zu ver- 
stehen, welche durch eine seiner Tangenten geht). Die Fläche F hat die- 
selben Hauptschnittebenen wie die Wellenfläche und ist durch zwei auf verschie- 
denen Hauptschnitteben en senkrechte Berührungsebenen bestimmt. Die Erzen- 
genden der Fläche F liegen in den Normalebenen des Kegels K, weil je 
zwei aufeinanderfolgende Berührungsebenen von F senkrecht stehen auf zwei 
aufeinanderfolgenden Mantellinien von K. Die Wellenfläche ist die Einhü'lungs- 
fläche aller möglichen entwickelbaren Flächen F, welche den verschiedenen 
Kegeln K entsprechen. 

Es giebt noch eine zweite Art entwickelbarer Flächen, als deren Ein- 
hüllungsfläche die Wellenfläche sich betrachten läfst. Ist ON Mantellinie eines 
Kegels K, OS die entsprechende Mantellinie des Ergänzungskegels C (2.) 
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oder die eine Halbaxe des auf ON senkrechten Diametralschnitts von E, OQ 

die zweite Halbaxe dieses Schnitts, so sind zwei zu ON senkrechte Ebenen 

1 1 

in den Abständen ™- und jttt von O Berührungsebenen an die Wellenfläche. 

Alle möglichen zu den Mantellinien von K senkrechte Ebenen im constanten 

Abstand -tjjt von O bilden eine Fläche F, alle möglichen zu den Mantellinien 

von K senkrechte Ebenen in dem veränderlichen Abstand ™- von O bilden 

eine entwickelbare Fläche G, welche demselben unendlich fernen Kegelschnitt 
wie F umschrieben ist. Ist nun OV der Abstand einer zu ON senkrechten 
Berührungsebene an E von O, so ist OV.OS.OQ constant als Inhalt eines 
Parallelepipeds aus drei conjugirten Halbmessern von E, welche Richtung auch 

ON habe : bleibt ON auf K, so ist OS constant, also auch OV. OQ, oder 

1 
das Verhältnifs OVijr^^ d. h. die Berührungsebenen der Fläche G sind Be- 
rührungsebenen an ein E ähnliches Ellipsoid. Die Fläche G ist also die Ein- 
hüllungsfläche der gemeinschaftlichen Berührungsebenen an ein E ähnliches 
Ellipsoid und an einem unendlich fernen Kegelschnitt; sie hat dieselben Haupt- 
schnittebenen wie die Wellenfläche, ihre Erzeugenden liegen in den Normal- 
ebenen des Kegels K. Die Wellenfläche ist die Einhüllungsfläche aller mög- 
lichen Flächen G. Jede Fläche G ist bestimmt, sobald man von ihr zwei zu 
verschiedenen Hauptschnittebenen senkrechte Berührungsebenen kennt. 

Sind K g und K 2 zwei sich schneidende Kegel, welche die optischen 
Axen von E zu Fokallinien haben, so bestimmt der Kegel K t eine Fläche F t 
und eine Fläche G x , welche demselben unendlich fernen Kegelschnitt um- 
schrieben sind, der Kegel K 2 eine Fläche F 2 und eine Fläche G 2 , welche 
auch Einem unendlich fernen Kegelschnitt umschrieben sind. Die zu einer 
gemeinschaftlichen Mantellinie von K t und K 2 senkrechten Berübrungsebenen 
an die Wellenfläche sind Berübrungsebenen der 4 Flächen F t , G„ F 2 , G 2 
and zwar die eine von F\ und & 2 , die andere von F\ und G x . Jede Be- 
rührungsebene der Wellenfläche läfst sich also als Berührungsebene entweder 
einer Fläche G oder einer Fläche F betrachten; die zwei Flächen sind be- 
stimmt durch sich rechtwinklig schneidende Kegel, also sind die Erzeugenden, 
längs welcher sie von jener Berührungsebene berührt werden, senkrecht auf 
einander, weil die eine in der Normalebene eines Kegels K L , die andere in 
der Normalebene eines Kegels K 2 längs ihrer gemeinschaftlichen Mantel- 
linie liegt. 

Journal für Mathematik Bd. LIV. Heft 1. 10 
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10. 

Die zwei Arten entwickelbarer Flächen F und G sind die Polar- 
flächen der ellipsoidischen und sphärischen Kegelschnitte auf der Wellen- 
fläche in Beziehung auf ein Ellipsoid D, welches dieselben Hauptschnitt- 
ebenen wie die Wellenfläche und die Halbaxen }lbc, jca, ]fab hat, wenn 
die des Ellipsoids @ beziehungsweise nach denselben Richtungen a, b 
und c sind. 

Denn die Polarfläche eines ellipsoidischen Kegelschnitts ist die Einhül- 
lungsfläche der gemeinschaftlichen Berflhrnngsebenen der Polarflächen des 

Ellipsoids und des Kegels, die sich längs des Kegelschnitts schneiden. Das 

111 
Ellipsoid ist E ähnlich (6.)% hat also die Halbaxen — , — r , — , wo «i ver- 

r v J1 ma 1 mb 1 mc 1 

schieden ist für verschiedene ellipsoidische Kegelschnitte; seine Polarfläche für 
das Ellipsoid D ist ein Ellipsoid mit den Halbaxen mabc, mbca, mcab, d. h. 
eine Kugel. Die Polarfläche des Kegels ist durch einen unendlich fernen 
Kegelschnitt vorgestellt. Die Polarfläche jedes ellipsoidischen Kegelschnitts ist 
also eine einer Kugel und einem unendlich fernen Kegelschnitt umschriebene 
entwickelbare Fläche, und daher durch zwei auf verschiedenen Hauptschnittebenen 
der Wellenfläche senkrechte Berührungsebenen bestimmt. Die vier Scheitel des 
ellipsoidischen Kegelschnitts liegen auf zwei Kreisen, in welchen die Wellen- 
fläche zwei ihrer Hauptschnittebenen schneidet; die Polarflächen dieser Kreise 
für D sind elliptische Cylinder, welche, wie sich leicht ergiebt, die Wellen- 
fläche längs der zwei Ellipsen berühren, in welchen die Wellenfläche dieselben 
Hauptschnittebenen schneidet. Die Polarebenen der vier Scheitel sind also 
Berührungsebenen der Wellenfläche und daher Berührungsebenen einer der 
entwickelbaren Flächen F, welche einer Kugel und der Wellenfläche umschrie- 
ben sind. Da nun diese vier Berührungsebenen die Fläche F vollkommen 
bestimmen, und ebenso die Polarfläche des ellipsoidischen Kegelschnitts, so 
fallen die beiden Flächen zusammen. 

Auf ganz ähnliche Art ergiebt sich der Beweis, dafs die Polarflächen 
der sphärischen Kegelschnitte die entwickelbaren Flächen G sind. 

Es folgt daraus, dafs die Wellenfläche in Beziehung auf das 
Ellipsoid D ihre eigene Polarfläche ist; d. h. dafs sie die Einhüllungs- 
fläche der Polarebenen ihrer Punkte in Beziehung auf D ist*). 



*) Ein Satz, welcher bereits von Herrn Plucher (Bd. 19 S. 42 dieses Journals) 
aufgestellt worden ist. B. 
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11 

Die zwei entwickelbaren Flächen F und G, welche eine bestimmte 
Berührungsebene mit der Wellenfläcbe gemein haben, werden von dieser Be- 
rührungsebene längs zweier Erzeagenden berührt, welche Tangenten an die 
Krummungslinien durch den Berührungspunkt auf der Wellenfläche sind; und 
die Berührungskurven der entwickelbaren Flächen F und G mit der 
Wellenfläche sind die Krümmungslinien der Wellenfläche. 

Denn es sei wieder ON gemeinschaftliche Mantellinie zweier sich 
rechtwinklig schneidender Kegel K l und K 2ti welche die optischen Axen von 
E zu Fokallinien haben, T eine der auf ON senkrechten Berührungsebenen 
der Wellenfläche. T ist Berührungsebene einer entwickelbaren Fläche F t 
und einer entwickelbaren Fläche G 2 , von denen die erste durch den Kegel K u 
die zweite durch den Kegel K 2 bestimmt ist (9.). Die Erzeugende von F x 
in T liegt in der Normalebene von K x längs ON, die Erzeugende von G 2 in 
T liegt in der Normalebene von K 2 längs ON. Geht man von der gemein- 
schaftlichen Mantellinie ON weiter zu der ihr unendlich nahen Mantellinie 
auf IC? und betrachtet man diese als Mantellinie eines neuen Kegels K^ so 
erhält man senkrecht zu ihr eine Berührungsebene einer neuen Fläche F n 
welche auch auf der Normalebene zum ersten Kegel K x längs ON senkrecht 
steht. Die Erzeugenden, längs welcher die zwei Flächen F von den zwei 
aufeinanderfolgenden Berührungsebenen berührt werden, liegen in der Normal- 
ebene und die Schnittlinie der zwei aufeinanderfolgenden Berührungsebenen 
oder die Tangente an die Berührungskurve der Fläche F mit der Wellenfläche 
steht senkrecht auf der Normalebene zu K t längs ON. Ganz ähnlich ergiebt 
sich, dafs die Tangente an die Berührungskurve von G 2 mit der Wellenfläche 
senkrecht steht auf der Normalebene zu K 2 längs ON. 

Die Berührungskurven der Flächen F und G mit der Wellenfläche 
durchschneiden sich also rechtwinklig und in jedem Punkt der Berührungs- 
kurve ist die Erzeugende der einen Fläche Tangente an die Berührungskurve 
der andern. 

Ist nun ON Mantellinie eines Kegels K x und OS die entsprechende 
Mantellinie des Ergänzungskegels C n R'M f die Spur der (auf der Ebene SON 
senkrechten) Polarebene von £ auf E für eine Kugel mit dem Mittelpunkt O 
und mit der Längeneinheit als Halbmesser, so ist (wie sich aus (4.) ergiebt) 
R'M die Richtung der Normale zur Wellenfläche, welche zu der auf ON 

10* 
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senkrechten Berührungsebene T im Abstand jj^ von O gehört. Die Linie ü'Af 

ist (4.) gemeinschaftliche Tangente an das EHipsoid E und eine concentrische 

Kugel vom Halbmesser jjn-, also Erzeugende einer entwickelbaren Fläche H, 

der Einhüllungsflache der dem EHipsoid und der Kugel gemeinschaftlichen Be- 
rührungsebenen. Ist s unendlich nahe an £ auf dem sphärischen Kegelschnitt, 
in welchem C n das EHipsoid E schneidet, so erhält man eine neue Erzeu- 
gende r'm f der Fläche H, welche die vorhergehende schneidet und mit ihr 
die auf SON senkrechte Berührungsebene der Fläche H bestimmt, die Polar- 
ebene von & für die Kugel mit der Längeneinheit als Halbmesser. Ist R 
der Berührungspunkt der Wellenfläche mit T, r der Berührungspunkt der 
Wellenfläche mit der neuen Berührungsebene t an die Wellenfläche, die sich 
aus Oh ergiebt, so ist Rr ein Element der Berührungskurve einer Fläche JF 
mit der Wellenfläche, also senkrecht zur Ebene SON, der Normalebene des 
Kegels K x längs ON. Denkt man sich also durch Rr eine Ebene parallel 
zur Ebene R'M'm'r', so fallen die Parallelen zu R'M durch R und zu r'tn! 
durch r in diese Ebene, d. h. die Normalen in R und r zur Wellenfläche 
schneiden sich. Die aufeinanderfolgenden Normalen der Wellenfläche längs 
der Berührungskurve einer Fläche F mit der Wellenfläche schneiden sich, 
diese Berührungskurven sind Krümmungslinien der Wellenfläche, also auch 
die sie rechtwinklig schneidenden Berührungskurven der Flächen G. 

Da die Wellenfläche Einhüllungsfläche der Flächen F oder der Flächen G 
ist, so kann man auch sagen, die Charakteristiken bei diesen zwei Einhüllungs- 
arten seien die Krümmungslinien der Wellenfläche. 

Nur die eine Reihe Krümmungslinien (die auf den Flächen F) wird 
durch folgende Definition bestimmt: Eine Krümmungslinie der Wellenfläche 
ist der geometrische Ort der Berührungspunkte aller sich gleich schnell fort- 
pflanzender ebener Wellen mit der Wellenfläche. Darunter befinden sich die 
Berührungskreise der singulären Berührungsebenen. 

Stuttgart, März 1857. 
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8. 
Über das Flftchenpotential 

(Von Herrn W. Scheibner in Leipzig.) 



Herr Jul. Weingarten hat im 49sten Bande dieses Journals die Dif- 
ferentialgleichung, welcher das Potential 

JJJ i{l-xY\{ n -y)*\&-7.)* 

eines beliebig gegebenen Körpers in Bezog auf den Punkt (x, y, z) genügt, 
auf eine sinnreiche Weise abgeleitet. Mit Hülfe der leicht beweisbaren Formel 

OB 

1 



JL f/'fAai+bu+coi _dtdudo_ 
in* JJJ e»4-«'+*>" 



Iäfst sich das Tripelintegral für V in ein sechsfaches transformiren von der Form 

an 

dt du dv 



v = ^fSM^M***///^™ 



— vi/+£— si»)i 



Soll nach den Coordinaten des angezogenen Punktes differentiirt werden, so 
ist in dieser Form die Differentiation unter dem Integralzeichen auch in dem 
Falle auszuführen erlaubt*), wenn der Punkt dem Körper angehört. Man er- 
hält dadurch ohne Schwierigkeit 

Da in dieser Gleichung die rechte Seite durch ein Fourier'schea Integral von 
bekanntem Werthe ausgedrückt wird, so folgt schliefslich 

welche Gröfse im Innern des Körpers seiner Dichtigkeit proportional ist, aufser- 
halb desselben aber verschwindet. 

Für das Flächenpotential läfst sich vermittelst derselben Substitution der 
Satz beweisen, dafs beim Durchgang durch die mit Masse belegte Fläche in 
einer beliebigen Richtung der Sprung der nach der nämlichen Richtung zerlegten 
Attractionscomponente gleichfalls der in dem Durchgangspunkte staltfindenden 
Dichtigkeit proportional ist. Es sind dazu folgende Transformationen erforderlich. 



*) Wegen der Rechtfertigung dieser Behauptung sehe man die Nachschrift zu die- 
sem Aufsatz. 
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Sei df ein Element der gegebenen Flache, deren laufende Coordinaten 
in Bezug auf ein beliebiges rechtwinkliges Coordinatensystem wie oben durch 
£, t], £ bezeichnet werden sollen. Das Potential für einen Punkt (x, y, z) 
wird ddrgestellt durch das Doppelintegral 



W = f f »(fc«»P«y 



ausgedehnt Aber alle Punkte der mit Masse belegten Fläche, deren Dichtig- 
keit die Function (p(£,y>£) ausdrückt. Wenn wir der Kürze halber in der 
Richtung der x Axe durch die Fläche hindurchgehen, so haben wir den Sprung 

p\ war 

zu untersuchen, welchen der Differentialquotient -~— bei diesem Durchgange 

erfährt. 

-jr-j den Werth, in welchen -g— übergeht, 

wenn man x±h statt x schreibt, so wird für unendlich abnehmende Werthe 
von h die Differenz 

' \^öx ' x +h ^dx /x-ä' 

die Aenderung darstellen, welche der Differentialquotient -rr- beim Durchgange 

durch den Punkt (x, y, z) in der Richtung der x Axe erleidet. Diese Aen- 
derung ist im Allgemeinen verschwindend klein, und kann nur dann einem 

endlichen Betrage gleich werden, wenn -5— unstetig wird, d. h. wenn der 

Punkt (x, y, z) auf der Fläche liegt. 

Nun giebt die Differentialrechnung 

($E\ = Hm. w **~ w (iE) = Hm. w - w *-* 

\&r ' x +h ' * ' ^dx 'x-h. ' h 

folglich den Werth der Differenz 

J - lim. "W^-*"- 

wo für W die Integralausdrücke zu substituiren sind. Das oben gegebene 
Doppelintegral soll zunächst in derselben Weise wie der Ausdruck des Kör- 
perpotentials transformirt werden. Damit folgt 

w - UM +v*[[f *******£$& 

und weiter 



— OD 
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Ffir das Flächenelement gilt der Ausdruck 

1 cos« 

wenn a, ß, y die Winkel der in df errichteten Normale mit den Coordinaten- 
axen bezeichnen. Vermöge der Gleichung der Fläche ist £ als Function von 
tj und £ bestimmt, und, wenn der Punkt (x, y, z) auf der Fläche Kegt, wird 
§ = x ffir rj = y und £ = *. Folglich bat man nach dem Toy/or'schen 
Satze die Entwickelung 

da aber in dem zu findenden Integrale nur die dem Punkte (x, y, z) un- 
endlich nahe liegenden Flächenelemente von Einflufs sein können, weil durch 

die übrigen Theile der Fläche in dem Werthe von -~— keine Unstetigkeit hervor- 
gebracht werden kann, so brauchen wir nur so weit zu integriren, als die 
Tangentialebene im Punkt (x, y, z) mit der Fläche zusammenfällt; d. h. wir 
dürfen die in die höheren Potenzen (17 — yf... multiplicirten Glieder in der 
Entwickelung für f weglassen, und erhalten 

Führt man jetzt statt der Integrationsvariabein t, 1$, v drei neue Ver- 
änderliche 

ein, so bleiben die Grenzen des Integrals unverändert, die Functionaldetermi- 
nante ist A, folglich nach bekannten Regeln 

«• JJ COS« * VJJ ^ tt r Ä _^ < r) , ^ |/A _^ ( ,y 

In dieser Form hindert Nichts, wenn man zur Grenze übergeben will, h unter 
dem Integralzeichen unendlich abnehmen zu lassen, wodurch die einfache 
Gleichung 



, ^^ WJVäP**/!!*** 1 "*?-** » 



4-L 

\dys T ^dz 

hervorgeht. Bezeichnet man durch a, b, e die Winkel der im Punkt (x, y, z) 
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errichteten Normale mit den Coordinatenaxen, so wird 

1 



COSfl = 



/<+(!)'+©• 



Von den Integrationen ergiebt sich zunächst die Integration nach t vermittelst 
der Formel 

—00 Ü ü 

und damit 

n JJ cosa ' JJ 

Die rechte Seite dieses Ausdrucks ist jetzt wiederum auf die Form eines 
Fotirier'schen Integrals reducirt, und giebt ohne Schwierigkeit, da a in a 
übergeht, wenn man x, y, z statt §, t], £ schreibt: 

J = — &7t<p(x, y, z)cosa. 
Q. E. D. 



Nachschrift. 

Ich will im Folgenden einen Weg mittheilen, auf dem man sich, dünkt 
mich, von der Berechtigung der Differentiation nnter dem Integralzeichen bei 
dem Weingarten' sehen Beweise überzeugen kann. Schreibt man zur Ab- 
kürzung 

und betrachtet das Integral 

mit den bekannten Grenzen der sechsfachen Integration, so kann, wenn A eine 
beliebige positive Constante bezeichnet, jedenfalls unter dem Integralzeichen 
zweimal nach x differentiirt werden. Denn setzt man 

T — ^/«"-"" + " ,+ ""TrR+? *■** 

so sind V h , VI, V£ drei Integrale, welche bestimmten endlichen Werthen 



8. Scheibner, über das FlächenpoicnüaL 81 

gleich werden, wenn man an die Stelle ihrer einzelnen Elemente überall deren 
absolute numerischen Wertbe (för die imaginäre Exponentialgröfse den Modul 1) 
setzt. Dies lehrt der blofse Anblick der drei Gleichungen 

' ' O ü 

y^_» f „ +uM .„,j y dm dw =fdmf"e- hrt rdrf* n 2 sin 9 cos & d&f^dtp, 



(1 () 



/;_*(,.+„,+„,, *' dtndw = fdmf*e hr VdrJ "sin & cos 1 .* d&f^dip. 

Den Reihen analog, welche unabhängig von der Anordnung ihrer Glieder con- 
vergiren, haben, wie Dirichlel gelehrt hat, solche Integrale die Eigenschaft, 
bei anderer Verkeilung ihrer Elemente, in Folge einer Veränderung der In* 
tegrationsordnung oder der Einfährung neuer Variabein« ungeändert zu bleiben. 
Geht man nun von der Gleichung für V£ aus, und integrirt auf beiden Seiten 
nach x zwischen beliebigen endlichen Grenzen, so folgt 

Da aber aus demselben Grunde wie oben, die Umkehr der Integrationsordnung 
hier erlaubt ist, so erholt man, wenn man zuerst nach x integrirt, 

fvi'ix = const.-^/^^^^^ ,*+J»+ t .» dmdw = c ~ v i> 



oder FJ' == zl± 



Ebenso beweist man die Gleichung VJ l z=—^- und damit 

Da för die Differentiationen nach y und z die nämlichen Regeln gelten, so 
folgt $Azt ohne Schwierigkeit 

dx* + dy* T-for — Zn^jr arnaw ' 

Lfifst man auf beiden Seiten dieser Gleichung die willkürliche positive Con- 
stante k ohne Grenzen abnehmen, so geht V h in das Potenzial V Ober, und 
da auf der rechten Seite gleichzeitig ein stetiger Uebergang in das Fouri er 'sehe 
Integral stattfindet, so geht mit völliger Strenge die Gleichung hervor: 

Leipzig, im Januar 1857. 

Journal für Mathematik Bd. LIV. Heft 1. 11 
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9. 

Darstellung der elliptischen Funktionen durch 

Potenzreihen. 

(Aas den (unterlassenen Papieren von C. G. J. Jacobi mitgetheiU durch f. W. Borcharat) 



• • • 



• • • 



Uie vier Reihen 

#x = 1 — 2ycos2x-f2y 4 cos4;r — 2q J cos6x-\- 

& t x = 2{yV/sind?— jq*$\n3x^}ltf*s\xibx • } 

4 ft 4 ' 

& 2 x = 2{|/ycostf-f /^cos^^t^ 8 * 008 &* + •••} 
#3^ = l-}-2ycos2a?-f 2t7*cos4x 4-2^008 6a; -f- 

bilden den Nenner und die Zähle** der Brüche, durch welche ich in meinen 
Fundam. Nov. die elliptischen Funktionen 

/. . 2Kx Jk 2Kj i . 2Kx 
yAsinam , VTrCosam -TrjJam 

dargestellt habe. Ich will im Folgenden diese vier Reihen nach Potenzen von 
x entwickeln. 

Man hat hiezu ein einfaches Mittel durch die in die Augen springend* 
Eigenschaft dieser Reihen, tlofs wenn man 

setzt, ihr erstes nach h genommenes Differential den entgegengesetzten Werlh 
wie ihr zweites nach x genommenes Differential hat. Hieraus folgt sogleich 
auch, dafs ihr f» te$ nach h genommenes Differential ihrem (2m) {tn nach x ge- 
nommenen Differential gleich oder entgegengesetzt ist, je nachdem m gerade 
oder ungerade ist, so dafs man die nachstehenden Gleichungen hat: 

d 2m &x _ / iv 9 "** 

Öx 2m + J * ' 'dxdh m ' 

dx 2m — K ' dh** > 

&"&>* _ / 4^md m *>* 
dx 2m — l g > 3A m 
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Um die vorgelegten Entwicklungen zn erbalten, mufs man die Wertbe 
kennen, welche die nach x genommenen geraden Differentiale von &x, & 2 x, & s x 
und die ungeraden Differentiale von & x x für x=0 annehmen. Wen« man statt 
dieser Differentiale die Ausdrücke rechts setzt, so erlaugt man den Vortheil, 
dafs man den speciellen Werth 0, für welchen allein man ihre Werthe zu kennen 
braucht, vor den nach h anzustellenden Differentiationen in die Funktionen 

substituiren kann, und dann nur diese speciellen Werthe, welche sie für x—0 
annehmen, nach h zu differentiiren hat. Nach in den Fund. nov. gegebenen 
Formeln hat man 

# j( 0) = y^, #,(0)= /^£, #(0) = y5£, 

und es wurde dort der Werth, welchen ■ ~ % für x=0 annimmt, gleich dem 
Product der vorstehenden drei Werthe gefunden oder gleich 



/(**(¥)•) 



Wenn man daher nach den nach x ausgeführten Differentiationen a?=0 setzt, 
so erhält man 

p*"*.* r— t) m - n 



(i) 






8 lm + l & 1 x 






_ /— iv r n 



& m &x 



Hieraas folgt zufolge des 9taclaurin'sc\\en Satzes, wenn man mit A, A^ , A t 
die drei Gröfsen 

2K . 2kK A WK A 

and mit 17» das Product 1.2.3... n bezeichnet 

11* 
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/a« iä d/A x l , 9WA x* BWA x* . 
p* — V — ÖÄ~52+~5Ä i "S4 5Ä r "7T6+" 

CA) ^»,* — V^.--äÄ~52 +-5^54 33F*5ff+" # 

{rx - JA dVA * *' J.W4 * 4 *V4 *• , 
vx — jA 2 — g_ 7ZJ -(-_ 5Ä5 __ ? ___ 3 _ + ... 

Ferner, wenn man 
setzt, 

Ich will jetzt die Formeln angeben, durch welche man die nach h 
genommenen Diflerentialguotienten am bequemsten nach einander findet. 

Es sei 

2*« /*»» cos'yrfy _ 2Ä_^2JC 
« «/ •(!— Ä'sin'a)) « « ' 



J_ 2E 



0, = l^y^^l-^sin»^ = 

2 *"#/ •(!— Jk'sin 1 ?) ö *?V* "" n /' 

so wird, wie ich in einer früheren Abhandlung (Bd. XXXVI S. 100 dieses 
Journals oder Bd. II S. 24 meiner mathematischen Abhandtungen) gezeigt habe, 

■|y- = »-**, 4f = ^^^ 
d^ t o j« n dB, ^^ js 

8^1 9J2D ^1 2 ** JJ 

^jp = --^p = 4* 2 #14 2 = 4*«JJ = 4*»^ 

in welchen Formeln man tflog? durch 4dh ersetzt hat*). Aus der letzten 
dieser Formeln folgt 



*) Die hier gebrauchte Bezeichnung unterscheidet sich von der in der angeführten 
früheren Abhandlung angewandten überdies noch dadurch, dafs die Gröfsc, die hier B t 
heifst, dort = — B t gesetzt war. Diese Aenderung ist der Symmetrie der Formeln we- 
gen nothwendig. 
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eiog2ft'V* 

dlog— jr 
2k* 

ölog— pr 
dh 



4(1- 2h?) A 2 , 



-4(£-lH - 



«4(^-l)J5, 



a.4(i— 2*») 

53 



- 32#A'li 2 , 



32^JI, 






Es ergiebt sich hieraus, dafe wenn man respective 



2JST 
mit A eine der Gröfsen — , 

ml B eine der Gröfsen — -A" — , 

flii/ a «»« <fer Gräften 4(1 — 2A 2 ), 

mtV 6 eine der Gröfsen 2 k k n , 



2kK 

1 2E 

~k~ n 

2 
k 

• 1,4 ) 



-«(^-0. 



2*'Jf 



£/2Ä_2Ä\ 



:2 
*" 

— 2k* 
k>* 



(4.) 



- 16b A 2 , 



abA 



bezeichnet, wo immer o* = 16(l— 2Ä), zwischen den Gröfsen 

A f B, a, b t h 
die Differentialgleichungen 

If = »** Sr 

Äta« /fatfai. 

Der vorstehende Satz gewährt die grofse Erleichterung, dafs man die 
nach h genommenen Differentialen der drei Funktionen 

2K 
n 

welche zu suchen sind, durch dieselben Formeln ausdrücken kann. Hat man 

nämlich den tn Hn nach h = log^q genommenen Differentialquotienten der ersten 
dieser Funktionen durch 



V?. 1?> /^. 



2ÜT 



ß 



2£ » rj 2 Ä 



*i 



-* 



*i 



4(* r2 ~* 2 ), A = 2AW 2 



!2hK 

ausgedrückt, so erhält man denselben Differenliatquotienten von y — , wenn 
man in diesem Ausdrucke die Werthe 
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. 2kK n 1 2E 4(1+*») . 2*'* 

substituirt, und denselben DifferentlalquQlienten von 1 , wenn man wieder 

in dem nämlichen Ausdrucke für A, B, a, b die Werthe 

setzt Man wird dajber auch die vorgelegten, Entwicklungen der drei Funktio- 
nen # 3 #, & 2 x, &x durch dieselben Formeln darstellen können, wenn man die 
Entwicklungscoefßeienten durch die Gröiben A, B, a, b darstellt, und dann 
diesen Gröfsen die drei verschiedenen im obigen Satze angegebenen Bedeutun- 
gen giebt. Man hat ferner 

wenn man den ÖröTsen A und b ihre erste Bedeutung beilegt; und wenn 
man in dieser Formel den Gröfsen A und b ihre beiden andern Bedeutungen 
giebt, Erhält man kein« andere Veränderung, als dafs der Ausdruck mit einer 
gteo Wurzel der Einheit multiplioirt wird. Man wird daher den nach h ge- 
nommenen Differentialquoüenten dieses Ausdrucks und daher auch den Eni- 
wicklungscoefficienten von 6- } x drei verschiedene Formen gehen können, 
wenn man sie durch die Gröfsen A, B, a+ b ausdrückt und dann diesen 
Gröfsen ihre dreierlei Bedeutung beilegt, wobei man nur die zweite und dritte 
Form, welche man sc erhält, noch durch ]j — 1 zu dividiren hat. 

Man bildet die verschiedenen Differentialquotienten von ^A nacb ein- 
ander mittelst der sich aus (4.) ergebenden Formel 

(5.) «f = 2^W + »^.|| + *^_l 6 M^, 

in weicher H eine beliebige Funktion von A, B, a, b bedeutet. Durch wie- 
derholte Anwendung dieser Formel erglebt sich 
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^# = 105.4&JP |-210*J^ + 28«M"Ä+(« 2 *-* 2 )^ 



dh 

ni ii II IS 17 l'J 

^J- = 94bA*B* + aiSQbA*&+mabA*B 2 +tf(a i b--b 7 )A*B 

+ (a 3 ft — 6oA 2 )^ 
tr. s. w. u. s. w. 

Man siebl hier* dais abgesehen von den Zahlenfaktoren die Coefficien- 
ten in jedem Diiferentialquolienten von Au fang an dieselben werden, nämlich, 
wenn mun dem fehlenden Giiede den Coefiicienten Nnll giebt, die folgenden: 

l, 0, ab, a*b — b A , o*b — bab', etc. 

Man sieht aber aus der angegebenen Art der Ableitung keinen Grund hiefür. 
leb will daher und um ein Beispiel für diese Ableitung zu geben die Üoefti- 

cienten der drei letzten Terrae in dem Ausdrucke von a' aufsuchen. Be- 
ert 8 

zeichnet man den zuletzt angegebenen 5 len Differentialquotienten von Ä* mit H, 
so hat man zufolge (5.) die vier Ausdrücke 

zu bilden und dieselben zu addiren Diese vier Ausdrücke ergeben respective 
die Tenne 

855 (o** - A 2 ) A?& -f (2 1 <tb - 126a* 2 ) A*B, 

9450**4*.» -f 1260«*M*B + 45(a 2 * 2 — *»)-**, 

630a , M"B I -J-(45o 5 * - 90«* 2 M*l?.f(a'* — 12a 2 * 2 ) 4*, 

- lOOSOÄ^Vfi 2 - 1440a* 2 A* + (- 48a 1 * 2 + 96*»),4*, 

and deren Summe 

1485 (a*b- tfJiAr-j- Öö^ - 6«ft 2 }Ä* +(a 4 * — löa^-f-öl^M* 

wo die beiden ersten Terme wieder die Factoren a 7 b — b 2 und a?b — 6ab % 
haben. 

Man multiplicire jetzt A* und die angegebenen Wcrthe seiner Diffe- 
rentialquotienten nach einander mit den Gröfsen 

l r£! j£l :z£. 6 -£l ~ *" 

■ JI2 ' JI4 » JT6 ' JT8 ' /Z10 
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oder, was dasselbe ist, mit den Gröfsen 

*' ~T' na' i.3' jrs'i.3.5* Ji4 '1.3.5.7' 27F'i.3.5.7.9 

und addire die erhaltenen Producte, so bekommt man zufolge (2.) die Ent- 
wicklungen von & 3 x, &*#, &&, je nachdem man den Gröfsen A, B, a, b 
die verschiedenen angegebenen Bedeutungen giebt. Ordnet man die erhaltene 
Summe nach den Funktionen von a und b, in welche die einzelnen Tenne 
multiplictrt sind, so erhält man: 

A J 1 AB.x* . I /AB.xW _ 1 ( AB.xy , i ( AB.x* \* _ > 
A (1 ^ Tj I2 \ 2 / JI3V 2 /+U4V 2 / '"» 

, AJ*.jr« U ^Iff.x* , 1 /AB.x*\ x \ fAB.x % \ % , » 
+ -JT4-( 1 — + 1T2V— 2— >> —SSV. — 2 — )+•") 



abA^.x* 
JT6 



r T~ + izav~~ 2~) — I 

, (a*6— i*)A^.x t i 4 ^ß.x» , 1 {AB.xW I 

+ JI8 I 1 S~~ + JZ3A—5— -J -*•*( 

(a*6— «•»«JifV.j.«»! ifi.x' 



JT10 



Dieser Ausdruck läfst noch ein anderes Gesetz erkennen, wonach man auch 
die Zahlenfaetoren aligemein angeben kann, mit welchen dieselben ganzen 
rationalen Funktionen von a und b in den verschiedenen Differentialquotienten 

von £* zu multipliciren sind. Die in Klammern eingeschlossenen Reihen wer- 
den nämlich, so weit man aus der hier geführten Induction ersehen kann, 
dieselben und der aus der Entwicklung der Exponentialfunktion 

e -\ABx* 

sich ergebenden Reihe gleich. Bezeichnet man daher mit &x eine der drei 
Funktionen &sX, & 2 x, &x, je nachdem man den Gröfsen A, B, a, b ihre 
dreierlei Bedeutungen giebt, so erhält man zufolge der angestellten Induction 

(6.) ** = iA<*»» (l + r^-r^+r^-...), 

WO 

(7.) r 2 = A, r 3 = «6, r A = a 7 b — b\ r Ä = ä>b — §ab 2 , 

r, = «*A— löa^ + öl* 3 , etc. 
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Man sieht aus diesen Ausdrücken, daß die Funktionen r t rationale ganze 
Funktionen von a und b sind, und zwar, wenn man der Größe a eine, 
der Größe b zwei Dimensionen beilegt, homogene Funktionen der i 1en Di- 
mension. 

Vergleicht man die Ausdrücke (6.) von &x mit dem Ausdrucke (2.), 

a IA dVA x* , dWA x' dWA *•' 

so erhalt man 

W ^ = fi^* K m )o ßm + (fn) t r 2 B^A^ (m) 5 r,B»-*A>- -\-(m) m r m J"*}, 
wo der Zahlenfactor 

<m w-° ^//7i-i,fl (80 =t iW + i )( iii + 3 '-' 8 "- 1 ) """^:ä m .7' +1 

gefunden wird. 

Ich will jetzt die Bedingungen untersuchen, welche Statt finden müssen, 
damit die beiden im Vorigen durch Induction gefundenen Gesetze sich erhalten. 
Diese Gesetze bestehen darin, dafs wenn man den Ausdruck (8.) noch einmal 
nach h differentiirt, in dem neuen Ausdrucke die algebraische Funktion, 

2m+3 . 

welche in A 2 multiplicirt ist, unverändert =r ; bleiben, und der Werth 
des Zahlenfactors aus (tn)i durch Aenderung von m in m-\-\ erhalten werden 
mufs. Zufolge der Formel (5.) hat man 

Der Term 

2-1 + 3 . 

A 2 +t B m+1 ^ 
entsteht zufolge dieser Formel aus den drei Termen 

{ri^r^A^^B**-**, 

und erhält den Factor 

(2m+2i+l)(m) < r j +(m-t+2)(m) i _ 2 r i _ ^ * + (m),_ l ^fl*-16(m) I •_ I ^- , *. 

Jooratl Ar M»them»ük Bd. LIV. Heft 1. 12 
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Dieser Ausdruck mufs =(m-]-i) i r i werden. Es mute daher 
(10.) { (2»i -f 2i +1) (m)i- (tn +1), }n+(m — i+ 2) («) w ir H 

+ (m),_ 1 «i%i--16(i»),_ 1 *%i- = 

sein. Diese Gleichung, welche eine Relation zwischen den Funktionen r i9 
**;_!, r,_ 2 ausdrückt, mufs von der Zahl m unabhängig sein, wenn diese 
Funktionen selbst von m unabhängig sein sollen. In der That hat man 

, m i A) _ (m+l)(2m+l) _ i(2i-i) 

also 

(m + 1 ), - (2m + 2i + 1 ) («)* = ^g^ (m), = (*);_„ 

überdies der zweiten dieser drei Gleichungen analog 

(m.-f + 2)(m)^ = (•-l)(2t-3)(m) l . 1 . 

Die Gleichung (10.) verwandelt sich daher nach Division durch (m)i_i in .die 
folgende: 

(11.) r,— (t-l)(2t-3)Ar,_ 2 = i |«ig± -16%-j, 

in welcher 7/1 nicht mehr vorkommt. Wenn für einen gegebenen Wertb 

von m in dem für ~* gefundenen Ausdruck (8.) die Zahlenfactoren (»•),- 

die ihnen durch die Formel (9.) gegebene Bedeutung haben, und die Funktio- 
nen r , r 1? r 2 , r 3 . . . r m so beschaffen sind, dafs zwischen je drei auf einander 
folgenden die Gleichung (11.) Statt findet, so ergiebt sich aus dem Vorher- 

gehenden, dafs die r/i-j-1 ersten Glieder von ^ hm+ i dio folgenden sein werden: 



• ■ • 



JA 2m **{(m + l) Ä m+1 -f (wi+ \\r 2 B m ~ l A 2 + (m-|- l) 3 r 3 Ä m - 2 ^l 3 + 

+ (m+19 m r m ÄJ-}. 

Damit daher das durch die Formel (8.) gegebene Gesetz auch für den nächsten 
Werlh von m gelte und daher allgemein gältig sei, braucht nur gezeigt zu 

werden, dafs der in dem Ausdrucke von aL m +i noch hinzukommende eine 
Term 



dasselbe Gesetz wie die übrigen befolge, oder dafs 

r m+1 = m(2i»-l)4r m . 1 + *j«|f-16^}- 
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Dieser Werth von r m+1 ergiebt sich aber vermöge der Formel (5.) durch 
die Differentiation von (8.). Es sind daher die durch die Induction gefundenen 
Resultate bewiesen* 

Durch ein ganz ähnliches Verfahren erhält man nach und .nach die 
nach h genommenen Differentialquotienten von 

D = J^-O 1 ) - &&. 

Setzt man 

so wird die Formel (5.) 

(12.) ™=2A>B^ + 2(?A>§ + aßA>™-8FA>™. 
Durch die wiederholte Anwendung dieser Formel erhält man 
D = ßA* 
4g- = 3ßd*B+aßA* 

?£■ = i5ßA*B l + 10aßA*B+(<tß — 2ß i )A' 

IS- = 105ßAiB 3 -\-i05aß£*B 2 -\.21(a t ß-2(?)A*B-\-(a>ß-6a/P)A* 

oh 

u. s. w. u. s. w. 

Multiplicirt man diese Ausdrücke der Reihe nach mit 

jr» 8 JT* X* 

X '~ 123 ' 7Z5 ,— 57 "• s * w *' 
so erhalt man durch die Addition der entstehenden Producte zufolge (3.), 

*»(*) = ßA*x\\ — 2—\n2\rr-) —m\— $-)+'" 

- m aßA*x>\l _ + _(___).-...) 

— -^ (o 1 /* — 6«/9 5 ) iÄ> 7 j 1 j u. s. w. 

oder 

da.) = ^^ fl 'i* u ^^-*^+'^~*3^-+-), 

12* 
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wo 

s = ß, *i = <*ft, *2 = ß(<x t — 2ß*)i *3 = «/3(« 2 — 6£*), etc. 

Man wird hierdurch auf den folgenden allgemeinen Ausdruck von ^r^- geführt. 



Ö-O 



< 14 -> i/F = ^ 2m+s {["»]«»«B m +Mi*iö m -^+MAö w - 2 ^+-+ M«*.A,}> 

WO 

(i»ow^ a .- t 4f^+ < ) =(2i + 3)(a + 5) "- ( ^+ 1) W ^:!7'' f< - 

Durch Differentiation von (14.) ergiebt sich vermöge (12.) zwischen den drei 
auf einander folgenden Funktionen * m _i, s m , * m+1 die Gleichung 

(16.) s m+l = 2n.(2m+l)/3*^ 1 +a / S^-8^^. 

Man kann diese Induction ganz auf dieselbe Art, wie im Vorhergehenden, zur 
allgemeinen Gültigkeit erheben. Es wird aber um so mehr genfigen, dieses 
in dem vorigen Beispiel ausgeführt zu haben, als man auf folgende Art un- 
mittelbar zu den gefundenen Gesetzen gelangen kann. 

Es sei nämlich 

u = Ax 

und 

(17.) &(x) = iAe-* ABx7 ü, 

so wird, wenn man #0) als Funktion von x und h, aber U als Funktion 
von u und h ansieht 



und durch nochmalige Differentiation 

Ö**(X) _ i-T lABxt i M 8W A - du 



dx< 



== iAe-v Bxt {A , ^-2ABu%£ + (B i u t -AB)U\- 



Man erhält ferner zufolge der oben gegebenen Formeln, 

^ = yJ'B, ^^- = 2A t B 2 + bA\ 
und daher 

^^- = jÄe-v**' j ( AB - ßV - i MV) 17+ 2^ Bu |£ -f |£ j . 

Durch Substitution dieser Ausdrücke verwandelt sich die partielle Differential- 
gleichung 

d*&(x) , a»fx) _ n 

8x k "*" ÖA ~~ 
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in die folgende 

Führt man statt der Gröfse h die Gröfse a ein, so dafs 17 als 
Funktion von u und a angesehen wird, so erhält man, da zufolge (4.) 

da = —16bA 7 dA, 
nach Division durch A\ 

(18.) |^-16*^ = i**U. 

Da die Funktion U sich in eine nach den ganzen Potenzen von u 2 aufsteigende 
Reihe entwickeln läfst, deren erster Term 1 ist, so setze man 

(19.) U-l-r^+r, £-«£+... 

Substituirt man diese Reihe in die für U gefundene partielle Differentialglei- 
chung (18.)? so erhält man 

r 1= 
und allgemein 

(20.) r f + 16ft^i = (i-l)(2i-3)6r t ._ 2 . 

Die Gröfsen a und b sind mit einander durch die Formel 

a 2 = 16(1-2*) 
verbunden, aus welcher 

164£- = -a 

da 

folgt. Es ist von Vortheil die Funktion r als homogene Funktion von o* und 
b aaszudrücken. Man bat dann in der vorstehenden Gleichung für löft-^r^ 
zu setzen 

wodurch sich dieselbe in die oben gefundene Gleichung 

(21.) r^m^-ab^zL = (i_l)(2i-3)ftr,_ 2 

verwandelt. 

Mittelst dieser Gleichung erhält man aus dem Werthe der ersten Funktion 
r = 1 den Werlb r x = und hieraus nach und nach die übrigen. Durch 
dieselbe Gleichung wird zugleich gezeigt, daß, wenn man für ein nicht 
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negatives i 

setzt, die Funktionen f iß (p { ganze homogene Funktionen von a 7 und fc 
vom i Un Grade, und deren Zahtenfactoren ganze Zahlen sind. 
Setzt man wieder Ax = u und 

und sieht wieder &i(x) als Funktion von x und h aber U t als Funktion von 
u und a an, so erhält man ganz auf dieselbe Art 



(22.) |^_ 16*43- = **«*#,. 



Da die Funktion U n nach den ganzen positiven Potenzen von x oder von u 
entwickelt, nur die ungeraden Potenzen der Variablen enthält, so kann man 

(23.) U t = ^n-^^l+^^L-^+etc. 

setzen. 

8U 
Der Werth des ersten Coefficienten s wird der Werth von -3- 1 fflr 

da 



d& Ix) 

tir=0 oder der Werth von — f , welcher 

1/ AIS™ ' 



fÄ'dx 
ß = fab = #„ 

ist. Substitairt man die Reibe (23.) in die partielle Differentialgleichung (22.), 
so erhalt man 

(24.) ,,.+ 16*^=i = (•-1)(2i-l)J*,_ 2 , 
oder wenn man * als Funktion yon a und b betrachtet, 

(25.) ,<-f 16ft%i-a*%i = (,-_l)(2,-l)ft^. 

Setzt man, wie oben 

a = 4«, * = 2/9*, 

so erhält man hieraas die Gleichung 

(26.) 9l +$p**±-aß*±± = 2(i-l)(2i-l) /?»,,._„ 

welche mit der Gleichung (16.) übereinkommt, wenn mnn i = *»-}- 1 setzt. 
Mittelst der Gleichung f26.) kann man aus dem Werthe der ersten Funktion 
s s=zß nach und nach die übrigen erhalten. Durch dieselbe Gleichung wird 
leicht gezeigt, dafs, wenn man 

*h = ßftb*>Fh **+i « *ß<Pi(*>F) 



\ 
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setzt, die Funktionen f[ und <p\ ganze homogene Funktionen von a 2 und 
ß* vom i Un Grade und deren Zahlenfactoren ganze Zahlen sind. 

Die Funktionen r 2l+2 > r 2i+3> %> %+i werden daher nur aus t-j-1 Ter- 
men bestehen, welche in möglichst kleine ganze Zahlen multiplicirt sind. Da 
diese algebraischen Funktionen sehr merkwürdige Eigenschaften besitzen und 
auf dieselben gleichsam als Elemente viele andere Bestimmungen zurückgeführt 
werden, so ist es von Wichtigkeit, ihre einfachsten Ausdrücke aufzustellen, 
wie es hier durch Einführung der Gröfsen a und b, oder a und ß geschehen 
ist. Je nachdem man den Gröfsen a und b die Werthe 

a z= 4(* f2 -& 2 ), * = 2Vk n ; 

u — ~ 4 k~' ° ~ F" ; 

a = 4 — fj-, * = — 



,M > 



oder den Gröfsen a und ß die Werthe 

a= k n -k\ ß^^kk'y, 

« = ^r- > ß = V— *— Ti 

« = — pr-* ^ = y— 1-V 

giebt, will ich die Funktionen r,- and s t mit r it -^j-, -r^- and *,-, f— ItjjIt' 

4 *" 

,/ l— -L_ bezeichnen. 

Hiernach wird für ein nicht negatives i: 
r 2i+2 = 2k*k n f i (16(k n -k i )\2k*k' 2 '), 
r« +J = 8k 2 k n (k n -k 7 )< Pi tl6(k n —k*),2k i k n ); 
rJ j+2 = -2*'7;.(16(1+*' I )\ -2**), 
rJ i+J = 8*»»(i+*">*(16(l+* , »} l ,-aA»»); 

r£. +2 = -2Ä»riCi«(t+* , ) , .-a* 1 ). 
<+, = -"8^(1-1^)^(16(1+^)% -2**); 
% = y^/V«**-* 1 ) 2 , ***"), 

j^h = -v , *'(i-t-*>K(i+*") 1 ,-**); 
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In diesen Ausdrücken bedeuten /}, 9/, /?, 9- jede immer dieselben Funktionen 

der verschiedenen unter dem Funktionenzeichen befindlichen Gröfsen, und zwar 

homogene Ausdrücke derselben vom i ien Grade, deren Zahlencoefficienten ganze 

Zahlen sind. 

Setzt man 

2Kx 

und giebt zufolge des obigen Satzes jo nach den dreierlei Bestimmungen von 
a und b der Gröfse A die Wertbe 

2K 2kK 2WK 

und der Gröfse B die Werthe 

n K n » k n*> k?\* n h 
so erhält man aus der einen Formel (6.) die nachfolgenden Darstellungen der 
drei Funktionen *(*), * a (*) 5 # 5 (#)*): 



14* U 6 , . U* 



*) Die beiden Reihen l-fr f -=y— r,-=r +•• • und # u — *i75ö + ,#, > aufweiche 

Jacobi hier die Entwicklung der # Funktionen zurückgeführt hat, und die sich in ihren 
3 Formen nur durch den veränderten Werth des Moduls k und des Arguments u unter- 
scheiden, stimmen genau mit den Reihen überein, welche Herr Weierstrafs (Bd. 52, 
S. 357 dieses Journals) mit Al(u) und A\(u) t bezeichnet hat. Es ist nämlich 



u A .. u % 



*'>-*'/ j^+"- = < AI (•!,*), 

und man erhält die von Jacobi durch diese Reihen gegebenen Entwicklungen von &x 
und & t x ß wenn man in den Weierslrafs'schen Formeln (6,1) S. 377 und (10,1) S. 378 
des 52 >(en Bandes den Hauptfall betrachtet, in dem u = K, 10 ' = iK r wird. Aehnlich ist 



u 4 . u % 



und 
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Äu« 



Ferner erhalt man für die Funktion & t x ans der einen Formel (13.) die drei 
verschiedenen Darstellungen: 

Die Gröfse w hat hier nicht die dreifache Bedeutung, welche in den früheren 
Formeln ihr Werlh Ax je nach den drei Werthen von A erhielt, sondern nur 

diejenige , welche dem ersten Werthe A = — entspricht. 



Interessant ist es, dafs, wahrend die Darstellung der EntwicklongscoefBcienten rjf, t&... , 

r^-, -^-, . . . in Reihen, die nach Potenzen von k geordnet sind, sehr bald zu Zahlen- 

coefiicienlen von beträchtlicher Grobe führt, wie die von Herrn Wtierstraf* am ange- 
führten Orte erhaltenen Resultate zeigen, die Darstellung derselben in Form von homo- 
genen Funktionen der resp. hier mit a 1 , b und <**, ß 4 bezeichneten Gröfsen niedrigere 
Zahlencoefficienten ergiebt. Auf diese niedrigen Werthe der Zahlencoefficienten im Ver- 
gleich zu anderen Formen der Entwicklung bezieht sich jedenfalls die Bemerkung Jacob?* 
auf S. 95, dafs die einzelnen Terme in den Ausdrücken der Gröfsen r und * in mögliehst 
Meine ganze Zahlen multiplicirt sind. 

Wenn man in dem Fall, für welchen Jacobi die Entwicklungscoefficienten mit zwei 
Strichen versieht, die homogenen Funktionen resp. der Gröfsen ar, b und a\ ß 4 , denen 
die Gröfsen r" und *" gleich werden, durch eine gehörige Potenz resp. von b und ß 4 



a % . a f 



dividirt, so erhält man Funktionen des Quotienten ^r- und -37, d. h. Funktionen jener 
Gröfse -^ — , die Jacobi bereits im 4. Bande S. 185 dieses Journals bei Gelegenheit 

K 

der partiellen Differentialgleichung eingeführt hat, durch welche er Zähler und Nenner 
der Transformationsformeln der elliptischen Integrale definirt. B. 
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10. 

Sur les fonctions symetriques des raeines des 

äquations. 

(Par M. Henri Betti ä Flore nee.) 



1. 

JLia consideration des fonctions generatrices des fonctions symetriques 
des raeines d'une* äquation algebrique condoit a une expression remarquable 
du produit des carres des differences de toutes les raeines. 

M. Borchardt a trouve (vol. LIII, p. 103 de ce Journal) que la 
fonetion symötrique 

(1.) 2 *$&...*?, 
oü 

•^11 &2* d?3l • • • &n 

sont (es raeines d'une equation 

f(x) = x n +A l x*- l l r A 1 x»-*+ ... A m = 0, 
est ie coefficient du terme 

dans le d6veloppement, suivant les puissances decroissantos , de l'expression 
suivante 

oü 77(^*2, ...,<„) designe le produit des differences des variables f 19 tz, •..£„• 

Tai remarquö que h fonclion symetrique (1.) est aussi le coefficient 
du terme 

*t *2 • • • *n 

dans ie developpement, suivant les puissances decroissantes, de l'expression 

»(*,/ , ,-,*.) = f(t t ) f'(t t ) ... f(U) n % (t„ t t , ..., U) 
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Donc, qh a deux expressious de la mime quantitä (l.)> et en ieB comparaat 
on obttent une equation, d'ou Ton deduit, pour toutes les valeurs positives et 
entieres de a J9 Oj, ,.., a n , 

*J 2 (*i, **,••.,**) = iA jyj-J 2 HU: , 

si Ton designe, aveo Jacobi, par 

le coefficient da terme / m S <TS • • • > C" dans le developpement de 

2. 

La fooction generatrice de toutes les fonctions symetriques des Solutions 
communes a deux 6quations algebriques est donnie par le theoreme suivant: 

Si Ton designe par 

( x nYi)) (#21 y^)* (&*jY*)* • • •* ( x ti>Y(i) 
les systimes des Solutions commones aux deux öquations 

fi(x,y) = 0, f % (x,y) = 0; 

81 

<p( X ) = o, v(y) = o 

sont les deux äquations finales resultantes, et M[, JMS, M[\ M? les polynomes 
multiplicateurs qui donnent 

Mlfi+M?f % = <p(x), 

Wft+Wf* = v(r)> 

et que Ton pose 

la fonction symötriqae 
est le ooefficient da terme 



Ux »2 • • • *%| **I "2 • • • •> 
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dans le de veloppement , suivant les puissances decroissantes , de Fexpression 
sui vante : 

d(u n Vt)0(u t ,v t )... 0(u MS Vp) n % (u t , u a , ... f u M ) JI'(i? t , u t , ..., vj 

On peut etendre aisement ces resultats ä un plus grand nombre 
d'equations. 

Florence, 12 Join 1857. 
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11. 

Allgemeine Voraussetzungen und Hülfsmittel für 
die Untersuchung von Functionen unbeschrankt 

veränderlicher Gröfsen. 

(Von Herrn B. Riemann in Göttingen.) 



Die ^bsicbt den Lesern dieses Journals Untersuchungen Ober ver- 
schiedene Transcendenten , insbesondere auch aber Abel'sche Functionen 
vorzulegen, macht es mir wünschenswert!), um Wiederholungen zu vermeiden, 
eine Zusammenstellung der allgemeinen Voraussetzungen, von deden ich bei ihrer 
Behandlung ausgeben werde, in einem besonderen Aufsatze voraufzuschicken. 

Für die unabhängig veränderliche Gröfse setze ich stets die jetzt all- 
gemein bekannte G aufs' sehe geometrische Repräsentation voraus, nach welcher 
eine complexe Gröfse z = x-\-yi vertreten wird durch einen Punkt einer 
unendlichen Ebene, dessen rechtwinklige Coordinaten x, y sind; ich werde 
dabei die complexen Gröfsen und die sie reprfisentirenden Punkte durch die- 
selben Buchstaben bezeichnen. Als Function von x\yi betrachte ich jede 

Gröfse w, die sich mit ihr der Gleichung i-^ = -^ gemfifs Ändert, ohne einen 

Ausdruck von w durch x und y vorauszusetzen. Aus dieser Differential- 
gleichung folgt nach einem bekannten Satze, dafs die Gröfse w durch 
eine nach ganzen Potenzen von z — a fortschreitende Reihe von der Form 

R299D 

JEa H (z — a)* darstellbar ist, sobald sie in der Umgebung von a allenthalben 



einen bestimmten mit z stetig sich Ändernden Wertb hat, und dafs diese Dar- 
stellbarkeit stattfindet bis zu einem Abstände von a oder Modul von z — a, 
für welchen eine Unstetigkeit eintritt. Es ergiebt sich aber aus dqh Betrach- 
tungen, welche der Methode der unbestimmten Coefficienten zu Grunde liegen, 
dafs die Coefficienten a m völlig bestimmt sind, wenn w in einer endlichen 
flbrigens beliebig kleinen von a ausgehenden Linie gegeben ist. 

Beide Ueberlegungeta verbindend, wird man sich leicht von der Rich- 
tigkeit des Satzes fiberzeugen: 

Journal für Mathematik Bd. UV. Heft ? 14 • 



102 ü« B. Riemann, Allgemeines über Functionen. 

Eine Function von x-\-yi, die in einem Theile der (x,y)-Ebene 
• gegeben ist, kann darüber hinaus nur auf Eine Weise stetig fort- 
gesetzt werden. 

Man denke sich nun die zu untersuchende Function nicht durch irgend 
welche * enthaltende analytische Ausdrücke oder Gleichungen bestimmt, son- 
dern dadurch, dafs der Werth der Function in* einem beliebig begrenzten 
Theile der c- Ebene gegeben ist und sie von dort aus stetig (der partiellen 

Differentialgleichung t^— = jp gemäfs) fortgesetzt wird. Diese Forlsetzung 

ist nach den obigen Sätzen eine völlig bestimmte, vorausgesezt, dafs sie nicht 
in blof3en Linien geschieht, wobei eine partielle Differentialgleichung nicht zur 
Anwendung kommen könnte, sondern durch Fläch enslreifen^ von endlicher 
Breite. Je nach der Beschaffenheit der fortzusetzenden Function wird nun 
entweder die Function für denselben Werth von z immer wieder denselben 
Werth annehmen, auf welchem Wege auch die Fortsetzung geschehen sein 
möge, oder nicht. Im ersteren Falle nenne ich sie einwerthig, sie bildet 
dann eine für jeden Werth von z völlig bestimmte und nicht längs einer 
Linie unstetige Function. Im letzteren Falle, wo sie mehrwerthig heifsen 
soll, hat man um ihren Verlauf aufzufassen vor Allem seine Aufmerksamkeit 
auf gewisse Punkte der s- Ebene zu richten, um welche herum sich die 
Function in eine andere fortsetzt. Ein solcher Punkt ist z. B. bei der Function 
logO — ö) der Punkt a. Denkt man sich von diesem Punkte a aus eine 
beliebige Linie gezogen , so wird man in der Umgebung von a den Werth 
der Function so wählen können, dafs sie sich aufser dieser Linie überall 
stetig ändert; zu beiden Seiten dieser Linie nimmt sie aber dann verschiedene 
Berthe an, auf der negativen *) einen um 2ni gröfseren, als auf der positiven. 
Die Fortsetzung der Function 'von einer Seite dieser Linie aus, z. B. von der 
negativen, über sie hinüber in das jenseitige Gebiet giebt dann offenbar eine 
von der dort schon vorhandenen verschiedene Function und ' zwar im hier 
betrachteten Falle eine allenthalben um 2m gröfsere. 

Zur bequemeren Bezeichnung dieser Verhältnisse sollen die verschie- 
denen Forlsetzungen einer Function für denselben Theil dfer s- Ebene Zweige 
dieser Function genannt werden und ein Punkt, um welchen sich ein Zweig 



*) Im Anschlüsse an die von Gaufs vorgeschlagene Benennung positiv laterale 
Einheit für -f-i werde ich als positive Seitenrichtang zu einer gegebenen Richtung 
jenige bezeichnen, welche zu ihr ebenso liegt, wie -f t zu 1. 
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einer Function in einen andern fortsetzt eine Verzweigungsstelle dieser 
Function; wo keine Verzweigung stattfindet, beifst die Function einändrig 
oder monodrom. 

Ein Zweig einer Function von mehreren unabhängig veränderlichen 
Gröfsen *,*,/,... ist einändrig in der Umgebung eines bestimmten Wer- 
thensystemes z — a, s — b, t=c, . .., wenn allen Werthencombinationen 
bis zu einem endlichen Abstände von demselben (oder bis zu einer bestimm- 
ten endlichen Gröfse der Moduln von z — a, s — b, t — c, . ..) ein bestimmter 
mit den veränderlichen Gröfsen stetig sich ändernder Werth dieses Zweiges 
der Function entspricht. Eine Verzweigungsstelle oder eine Stelle, um welche 
sich ein Zweig in einen andern fortsetzt, wird bei einer Function von mehreren 
Veränderlichen durch sämmtliche einer Gleichung zwischen ihnen genügende 
Wertbe der unabhängig veränderlichen Gröfsen gebildet. 

Nach einem oben angeführten bekannten Satze ist die Einändrigkeit 
einer Function identisch mit ihrer Entwickelbarkeit, ihre Verzweigung mit ihrer 
Nichtentwickelbarkeit nach ganzen positiven oder negativen Potenzen der 
Aenderungen der veränderlichen Gröfsen. Es scheint aber nicht zweckmäfsig, 
jene von ihrer Darstellungsweise unabhängigen Eigenschaften durch diese an 
eine, bestimmte Form ihres Ausdrucks geknüpften Merkmale auszudrücken. 

• 

Für manche Untersuchungen, namentlich für die Untersuchung alge- 
braiscber und Ab eV scher Functionen ist es vorteilhaft, die Verzweigungsart 
einer mehrwerthigen Function in folgender Weise geometrisch darzustellen. 
Man denke sich in der (^y)- Ebene eine andere mit ihr zusammenfallende 
Fläche (oder auf der Ebene einen unendlich dünnen Körper) ausgebreitet, 
welche sich so weit und nur so weit erstreckt, als die Function gegeben ist. 
Bei Fortsetzung dieser Function wird also diese Fläche ebenfalls weiter aus- 
gedehnt werden. In einem Theile der Ebene, für welchen zwei oder mehrere 
Fortsetzungen der Function vorhanden sind, wird die Fläche doppelt oder 
mehrfach sein ; sie wird dort aus zwei oder mehreren Blättern besteben, deren 
jedes einen Zweig der Function vertritt. Um einen Verzweigungspunkt der 
Function herum wird sich ein Blatt der Fläche in ein anderes fortsetzen, so 
dafs in der Umgebung eines solchen Punktes die Fläche als eine Schrauben- 
fläche mit einer in .diesem Punkte auf der (x,y) -Ebene senkrechten Are 
und unendlich kleiner Höhe des Schraubenganges betrachtet werden kann» 
Wenn die Function nach mehren Umläufen des % um den Verzweigungswerth 

14* 



104 U B. Riemann, Allgemeines über Functionen. 

ihren vorigen Werth wieder erholt (wie x. B. (z—a) n , wenn m, n relative 
Primzahlen sind, nach n Umlaufen von % am n), mnfs man dann freilieh an- 
nehmen, dafs sich das oberste Blatt der Fläche dorch die übrigen hindurch 
in das unterste fortsetzt. 

Die mehrwertbige Function hat für jeden Punkt einer solchen ihre 
Verzweigungsart darstellenden Flfiche nur einen bestimmten Werth und kann 
daher als eine völlig bestimmte Function des Orts in dieser Flfiche angesehen 
werden. 

Göttingen, 1857. 
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12. 

Lehrsätze aus der analysis situs für die Theorie 
der Integrale von zweigliedrigen vollständigen 

DhTerentialien. 

r 

(Von Herrn Ä. Riemann in Göttingen.) 



Oei der Untersuchung der Functionen, welche ans der Integration 
vollständiger Differentialien entstehen, sind einige der analysis situs angebörige 
Sätze fast unentbehrlich. Mit diesem von Leibnitz, wenn ancb vielleicht nicht 
ganz in derselben Bedeutung, gebrauchten Namen darf wohl ein Theii der 
Lehre von den stetigen Gröfsen bezeichnet werden, welcher die Gröfsen nicht 
als unabhängig von der Lage existirend und durch einander mefsbar betrachtet, 
sondern von den Mafsverhältnissen ganz absehend, nur ihre Orts -und Ge- 
bietsverhältnisse der Untersuchung unterwirft. Indem ich eine von Mafsver- 
hältnissen ganz abstrahirende Behandlung dieses Gegenstandes mir vorbehalte, 
werde ich hier nur die bei der Integration zweigliedriger vollständiger Diffe- 
rentialien nöthigen Sätze in einem geometrischen Gewände darstellen. 

Es sei eine in der (x,y)- Ebene einfach oder mehrfach ausgebreitete 
Fläche T gegeben *) und X, Y seien solche stetige Functionen des Orts in 
dieser Fläche, dafs in ihr allenthalben Xdx^Ydy ein vollständiges Differential, 

also -g g— = ist. Bekanntlich ist dann J(Xdx\ Ydy\ um einen 

Theil der Fläche T positiv oder negativ herum — d. h. durch die ganze 
Begrenzung entweder allenthalben nach der positiven oder allenthalben nach 
der negativen Seite gegen die Richtung von Innen nach Aufsen (Siehe die 
Anmerkung Seite 102 der vorhergehenden Abhandlung) — erstreckt, = 0, 
da dies Integral dem Aber diesen Theil ausgedehnten Flächenintegrale 

-^— — --—jdT identisch im ersteren Falle gleich, im zweiten entgegenge- 
setzt ist. Das Integral J{Xdx\Ydy) hat daher zwischen zwei festen Punk- 
ten auf zwei verschiedenen Wegen erstreckt denselben Werth, wenn diese 
beiden Wege zusammengenommen die ganze Begrenzung eines Theils der 



A 



*) Man sehe die vorhergehende Abhandlung S. 103. 
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Fläche T bilden. Wenn also jede im Innern von T in sich zurücklaufende 
Curve die ganze Begrenzung eines Theils von T bildet,, so hat das Integral 
von einem festen Anfangspunkte bis zu einem und demselben Endpunkte er- 
streckt immer denselben Werth und ist eine von dem Wege der Integration 
unabhängige allenthalben in T stetige Function von der Lage des Endpunkts. 
Dies veranlafst zu einer Unterscheidung der Flächen in einfach zusammenhan- 
gende, in welchen jede geschlossene Curve einen Theil der Fläche vollständig 
begrenzt — wie z.B. ein Kreis — , und mehrfach zusammenhangende, für 
welche dies nicht stattfindet, — wie z. B. eine durch zwei concentrische Kreise 
begrenzte Ringfläche. Eine mehrfach zusammenbangende läfst sich durch Zer- 
schneidung in eine einfach zusammenhangende verwandeln (S. die durch Zeich- 
nungen erläuterten Beispiele am Schlufs dieser Abhandlung). Da diese Operation 
wichtige Dienste bei der Untersuchung der Integrale algebraischer Functionen 
leistet, so sollen die darauf bezüglichen Sätze kurz zusammengestellt werden; 
sie gelten, für beliebig im Räume liegende Flächen. 

Wenn in einer Fläche F zwei Curvensysteme a und b zusammenge- 
nommen einen Theil dieser Fläche vollständig begrenzen, so bildet jedes an- 
dere Curvensystem , das mit a zusammen einen Theil von F vollständig be- 
grenzt, auch mit b die ganze Begrenzung eines Flächentheils, der aus den 
beiden ersteren Flächentheilen längs a (durch Addition oder Subtraction, je- 
nachdem sie anf entgegengesetzten oder auf gleicher Seite von a liegen) zu- 
sammengesetzt ist. Beide Curvensysteme leisten daher für völlige Begrenzung 
eines Theils von F dasselbe und können für die Erfüllung dieser Forderung 
einander ersetzen. 

Wenn in einer Fläche F eich n geschlossene Curven a ls a^, ..., a m 
ziehen lassen, welche weder für sich noch mit einander einen Theil dieser 
Fläche F vollständig begrenzen, mit deren Zuziehung aber jede andere 
geschlossene Curve die vollständige Begrenzung eines Theils der Fläche F 
bilden kann, so heifst die Fläche eine (n-\-l )fach zusammenhangende. 

Dieser Charakter der Fläche ist unabhängig von der Wahl des Curven- 
Systems a n o^, ..,, a n , da je n andere geschlossene Curven b^b^ ...,6„, 
welche zu völliger Begrenzung eines Theils dieser Fläche nicht ausreichen, 
ebenfalls mit jeder andern geschlossenen Curve zusammengenommen einen 
Theil von F völlig begrenzen. 

In der Thaf, da b t mit Linien a zusammengenommen einen Theil von 
F vollständig begrenzt, so kann eine dieser Curven a durch b i und die übrigen 




12. B. Riemann, Sätze aus der analysis situs. 107 

Curven a ersetzt werden. Es ist daher mit b t und diesen n — 1 Curven a 
jede 'andere Curve, nnd folglich auch b 2 , zu völliger Begrenzung eines Theils 
von F ausreichend, und es kann eine dieser n — 1 Curven a durch & 19 b 2 und 
die übrigen n — 2 Curven a ersetzt werden. Dieses Verfahren kann offenbar, 
wenn wie vorausgesetzt die Curven b zu vollständiger Begrenzung eines Theils 
von F nicht ausreichen, So lange fortgesetzt werden, bis sämmtliche a durch 
die b ersetzt worden sind. 

Eine (n -f 1 )fach zusammenhangende Fläche F kann durch einen 
Querschnitt — d. h. eine von einem Begrenzungspunkte durch das Innere 
bis zu einem Begrenzungspunkte geführte Schnittlinie — in eine nfach 
zusammenhangende F' verwandelt werden. Es gelten dabei die durch die 
Zerschneidung entstehenden Begrenzungstheile schon während der wei- 
teren Zerschneidung als Begrenzung, so dafs ein Querschnitt keinen 
Punkt mehrfach durchschneiden, aber in einem seiner früheren Punkte 
enden kann. 

Da die Linien n 19 <z 2 , ..., a n zu völliger Begrenzung eines Theils von 
F nicht ausreichen, so mufs, wenn man sich F durch diese Linien zerschnitten 
denkt, sowohl das auf der rechten, als das auf der linken Seite von a n an- 
liegende Flächenstock noch andere von den Linien a verschiedene und also 
zur Begrenzung von F gehörige Begrenzungstheile enthalten. Man kann da- 
her von einem Punkte von a n sowohl in dem einen, als in dem andern dieser 
»FlächenstQcke eine die Curven a nicht schneidende Linie bis zur Begrenzung 
von F ziehen. Diese beiden Linien q' und q" zusammengenommen bilden 
alsdann einen Querschnitt q der Fläche F, welcher das Verlangte leistet. 

In der That sind in der durch diesen Querschnitt aus F entstehenden 
Fläche F f die Linien a 19 a 2 , ..., a n-1 im Innern von F f verlaufende ge- 
schlossene Curven, welche zur Begrenzung eines Theils von F, also auch von 
F f , nicht hinreichen. Jede andere im Innern von F r verlaufende geschlossene 
Curve aber bildet mit ihnen die ganze Begrenzung eines Theils von F*. 
Denn die Linie / bildet mit einem Complex aus den Linien fl M 02 , . ..* a n 
die ganze Begrenzung eines Theils f von F. Es läfst sich aber zeigen, dafs 
in der Begrenzung desselben a n nicht vorkommen kann; denn dann würde, 
je nach dem f auf der linken oder rechten Seite von a n läge, q f oder q" aus 
dem Innern von f nach einem Begrenzungspunkte von F, also nach einem 
aufserhalb f gelegenen Punkte, führen und also die Begrenzung von /'schnei- 
den müssen gegen die Voraussetzung, dafs / sowohl als die Linien a, 
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den* Durchschnittspunkt von a n und q ausgenommen, stets im Innern von F f 
bleiben. 

Die Fläche F', in welche F durch den Querschnitt q zerfällt, ist dem- 
nach, wie verlangt, eine nfach zusammenhangende. 

Es soll jetzt bewiesen werden, dafs die Fläche F durch jeden Quer- 
schnitt p, welcher sie nicht in getrennte Stücke zerfället, in eine nfach zu- 
sammenhangende F f verwandelt wird. Wenn die zu beiden Seilen des Quer- 
schnitts p angrenzenden Flächentheile zusammenbangen, so läfst sich eine Linie b 
von der einen Seite desselben durch das Innere von F f auf die andere Seite 
zum Anfangspunkte zurück ziehen. Diese Linie b bildet eine im Innern von 
F in sich zurücklaufende Linie, welche, da der Querschnitt von ihr aus nach 
beiden Seiten zu einem Begrenzungspunkte führt, von keinem der beiden 
Flächenstücke, in welche sie F zerschneidet, die ganze Begrenzung bildet. 
Man kann daher eine der Curven a durch die Carve b und jede der übrigen 
w — 1 Curven a durch eine im Innern von F' verlaufende Curve und wenn 
nötbig die Curve b ersetzen, worauf der Beweis, dafs F' nfach zusammen- 
hangend ist, durch dieselben Schlüsse, wie vorhin, geführt werden kann. 

Eine (n-\-i)fach zusammenhangende Fläche wird daher durch 
jeden sie nicht in Stücke zerschneidenden Querschnitt in eine nfach zu- 
sammenhangende c er wandelt. 

Die durch einen Querschnitt entstandene Fläche kann durch einen neuen 
Querschnitt weiter zerlegt werden, und bei nmaliger Wiederholung dieser - 
Operation wird eine (n-{-l)fach zusammenhangende Fläche durch n nach ein- 
ander gemachte sie nicht zerstückelnde Querschnitte in eine einfach zusammen- 

* 

hangende verwandelt. 

Um diese Betrachtungen auf eine Fläche ohne Begrenzung, eine ge- 
schlossene Fläche, anwendbar zu machen, mufs diese durch Ausscheidung 
eines beliebigen Punktes in eine begrenzte verwandelt werden, so dafs die 
erste Zerlegung durch diesen Punkt und einen in ihm anfangenden und enden- 
den Querschnitt, also durch eine geschlossene Curve, geschieht. Die Ober- 
fläche eines Ringes z. B., welche eine dreifach zusammenhangende ist, wird 
durch eine geschlossene Curve und einen Querschnitt in eine einfach zusam- 
menhangende verwandelt. 

Auf das im Eingange betrachtete Integral des vollständigen Differentials 
Xix\ Ydy wird nun die eben behandelte Zerschneidung der mehrfach zu- 
sammenbangenden Flächen in einfach zusammenhangende, wie folgt, angewandt. 
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Ist die die (a%y)- Ebene bedeckende Fläche T, in welcher X, Y allenthalben 

BJC 8Y 
stetige der Gleichung -j. «g— = genügende Functionen des Orts sind, 

fifach zusammenhangend, so wird sie durch n Querschnitte in eine einfach 
zusammenhangende T' zerschnitten. Die Integration von Xdx\ Ydy von 
einem festen Anfangspunkte aus durch Curven im Innern von T r liefert dann 
einen nur von der Lage des Endpunkts abhängigen Werth, welcher als Function 
von dessen Coordinaten betrachtet werden kann. Substituirt man für die 

Coordinaten die Gröfsen x, y, so erhält man eine Fnnction z ==/ (Xdx-\- Ydy) 

von x, y, welche für jeden Punkt von T f völlig bestimmt ist und sich inner- 
halb T' allenthalben stetig«, beim Ueberschreiten eines Querschnitts aber all- 
gemein zu reden um eine endliche von einem Knotenpunkte des Schnittnetzes 
zum andern constante Gröfse ändert. Die Aenderungen beim Ueberschreiten 
der Querschnitte sind von einer der Zahl der Querschnitte gleichen Anzahl 
von einander unabhängiger Gröfsen abhängig; denn wenn man das Schnitt- 
system rückwärts,. — die späteren Theile zuerst — , durchläuft, so ist diese 
Aenderung überall bestimmt, wenn ihr Werth beim Beginn jedes Querschnitts 
gegeben wird; letztere Werthe aber sind von einander unabhängig. 

Göttingen, 1857. 



Um das, was oben (S. 106) unter einer nfach zusammenhangenden 
Fläche verstanden wird, anschaulicher zu machen, folgen in den Zeichnungen 
auf nachstehender Seite Beispiele von einfach, zweifach nnd dreifach zusammen- 
hangenden Flächen. 
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Einfach zusammenhangende Fliehe. 




Sie wird durch jeden Querschnitt in 
getrennte Stücke zerfällt, und es bildet 
in ihr jede geschlossene Curve die ganze 
Begrenzung eines Tbeils der Fläche. 



Zweifach zusammenhangende Fläche. 

Sie wird durch jeden sie nicht zer- 
stückelnden Querschnitt q in eine einfach 
zusammenhangende zerschnitten. Mit Zu- 
ziehung der Curve a kann in ihr jede 
geschlossene Curve die ganze Begrenzung 
eines Theils der Flache bilden. 



Dreifach zusammenhangende Fliehe. 



In dieser Flache kann jede geschlossene 
Curve mit Zuziehung der Curren «, und 
«j die ganze Begrenzung eines Theils der 
Flache bilden. Sie zerfällt durch jeden sie 
nicht zerstückelnden Querschnitt in eine 
zweifach zusammenhangende und durch 
zwei solche Querschnitte, q t und q 7 , in 
eine einfach zusammenhangende. 



In dem Thclle aßyJ dar Ebene ist die Flüche 
doppelt. Der n, enthaltende Arm der Flüche iat 
■In tinter dem andern fortgehend betrachtet und 
dalier durch punlttirte Linie» angedeutet. 
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13. 

Bestimmung einer Function einer veränderlichen 
complexen Gröfse durch Grenz- und Unstetigkeits- 

bedingungen. 

(Von Herrn B. Riemann in Göttingen.) 



Wenn in einer Ebene, in welcher die rechtwinkligen Coordinaten 
eines Punkts x, y sind, der Werlh einer Function von &-\~y* in einer end- 
lichen Linie gegeben ist, so kann diese von dort aus nur auf eine Weise stetig 
fortgesetzt werden und ist also dadurch völlig bestimmt (Siehe oben S. 101). 
Sie kann aber auch in dieser Linie nicht willkflhrlich angenommen werden, 
wenn sie von ihr aus einer stetigen Fortsetzung in die anstofsenden Flachen- 
theile nach beiden Seiten hin fähig sein soll, da sie durch ihren Verlauf in 
einem noch so kleinen endlichen Theile dieser Linie schon für den übrigen 
Theil bestimmt ist. Bei dieser Bestimmungsweise einer Function sind also die 
zu ihrer Bestimmung dienenden Bedingungen nicht von einander unabhängig« 

Als Grundlage für die Untersuchung einer Transcendenten ist es vor 
allen Dingen nötbig, ein System zu ihrer Bestimmung hinreichender von ein- 
ander unabhängiger Bedingungen aufzustellen. Hiezu kann in vielen Fällen, 
namentlich bei den Integralen algebraischer Functionen und ihren inversen 
Functionen, ein Princip dienen, welches Dirichlet zur Lösung dieser Auf- 
gabe für eine der Laplace'schen partiellen Differentialgleichung genügende 
Function von drei Veränderlichen, — wohl durch einen ähnlichen Gedanken 
von Gaufs veranlafst — in seinen Vorlesungen Aber die dem umgekehrten 
Quadrat der Entfernung proportional wirkenden Kräfte seit einer Reihe von 
Jahren zu geben pflegt. Für diese Anwendung auf die Theorie von Trans- 
cendenten ist jedoch gerade ein Fall besonders wichtig, auf welchen dies 
Princip. in seiner dortigen einfachsten Form nicht anwendbar ist, und welcher 
dort als von ganz untergeordneter Bedeutung anberücksichtigt bleiben kann. 
Dieser Fall ist der, wenn die Function an gewissen Stellen des Gebiets, wo 
sie zu bestimmen ist, vorgeschriebene Un Stetigkeiten annehmen soll; was so 
zu verstehen ist, dafs sie an jeder solchen Stelle der Bedingung unterworfen 
ist, unstetig zu werden, wie eine dort gegebene unstetige Function, oder siel» 
nur um eine dort stetige Funktion von ihr zu unterscheiden. Ich werde hier 

15* 
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das Princip in der für die beabsichtigte Anwendung erforderlichen Form dar* 
Kellen und erlaube mir dabei in Betreff einiger Nebenuntersuchungen auf die in 
meiner Doctordissertation (Grundlagen für die allgemeine Theorie der Functio- 
nen einer veränderlichen complexen Gröfse. Götlingen 1851) gegebene Dar- 
stellung desselben zu verweisen. 

Man nehme an, dafs eine die (x,y) -Ebene einfach oder mehrfach 
bedeckende beliebig begrenzte Fläche T und in derselben zwei für jeden 
ihrer Punkte eindeutig bestimmte Functionen von x, y, die Functionen 
a und ß, gegeben seien, und bezeichne das durch die Fläche T ausge- 

dehnte Integral /((* _ |£f + (* + §£)* ) d T durch i2(«), wobei die 

Functionen a und ß beliebige Unstetigkeiten besitzen können, wenn nur das 
Integral dadurch nicht unendlich wird. Es bleibt dann auch 12 (a — l) end- 
lich, wenn l allenthalben stetig ist und endliche Differentialquotienten hat. 
Wird diese stetige Function l der Bedingung unterworfen, nur in einem un- 
endlich kleinen Theile der Fläche T von einer unstetigen Function y ver- 
schieden zu sein, so wird £l(a— l) unendlich grofs, wenn y längs einer Linie 

unsteüg ist oder in einem Punkte so unstetig ist, dafs / (Up) -f (J^/jdT 

unendlich wird (Heine Inaug. Diss. S. 23); es bleibt aber £l(a— l) endlich, 
wenn y nur in einzelnen Punkten und nur so unstetig ist, dafs 

durch die Fläche T erstreckt endlich bleibt, wie z. B. wenn y in der Um- 
gebung eines Punktes im Abstände r von demselben = ( — logr)* und 
<C * <C \ ist. Zur Abkürzung mögen hier die Functionen , in welche X 
unbeschadet der Endlichkeit von il(a — X) Obergehen kann, unstetig von der 
ersten Art, die Functionen, für welche dies nicht möglich ist, unstetig von 
der zweiten Art genannt werden. Denkt man sich nun in S2(a — fi) für fi 
alle stetigen oder von der ersten Art unstetigen Functionen gesetzt, welche 
an der Grenze verschwinden, so erhält dies Integral immer einen endlichen, 
aber seiner Natur nach nie einen negativen Werth, und es mufs daher wenig- 
stens einmal, für a — fi = Uj ein Minimum werth eintreten, so dafs £2 fflr 
jede Function a—fi, die unendlich wenig von u verschieden ist, gröfser 
als ß(ti) wird. 

Bezeichnet daher a eine beliebige stetige oder von erster Art unstetige 
Function des Orts in der Fläche T, die an der Grenze allenthalben gleich 
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ist, und h eine von x, y unabhängige Gröfse, so mufs S2(u-\-ho) sowohl für 
ein positives, als für ein negatives hinreichend kleines h gröfser als Si(u) 
werden, und daher in der Entwicklung dieses Ausdrucks nach Potenzen von h 
der Coefficient von h verschwinden. Ist dieser 0, so ist 

a c + ho = a («) + vßfiff + (*)') a 

und folglich 12 immer ein Minimum. Das Minimum tritt nur für eine einzige 
Function u ein; denn fände auch ein Minimum für u-\-o statt, so könnte 
12(ti-f a) nicht >12(ti) sein, weil sonst 12(ti-f-Äcf)<12(ti-f a) für h < 1 
würde; also könnte 12 (tr 4-0). nicht kleiner als die anliegenden Werlhe sein. 
Ist aber 12(ti-f 0) = 12(ii), so mufs a constant, also da es in der Begrenzung 
ist, überall sein. Es wird daher nur für eine einzige Function u das 
Integral 12 ein Minimum und die Variation erster Ordnung oder das h pro- 
portionale Glied in £l{u\ho\ 

«/"»«£-$£+§+£>£) = «• 

Aus dieser Gleichung folgt, dafs das Integral 

durch die ganze Begrenzung eines Theils der Fläche T erstreckt stets =0 ist. 
Zerlegt man nun (nach der vorhergehenden Abhandlung) die Fläche T, wenn 
sie eine mehrfach zusammenhangende ist, in eine einfach zusammenhangende 
T', so liefert die Integration durch das Innere von T f von einem festen An- 
fangspunkte bis zum Punkte (x,y) eine Function von x, y, 

'-yi(SS+y)-+(^-B>r)+-«*. 

welche in T f Oberall stetig oder unstetig von der ersten Art ist und sich beim 
Ueberscbreiten der Querschnitte um endliche von einem Knotenpunkte des 
Schnittnetzes zum andern conslante Gröfsen ändert. Es genügt dann v = ß — v 
den Gleichungen 

dv du dv __ du 

dx dy ' dy dx 

und folglich ist u-\-ti eine Lösung der Differentialgleichung 

ß(u+vi) > fl(tf+w) s= q 

dy dx 

oder eine Function von ap-f-yi. 
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Man erhalt auf diesem Wege den in der erwähnten Abhandlang S. 25 
ausgesprochenen Satz: 

Ist in einer zusammenhangenden durch Querschnitte in eine ein- 
fach zusammenhangende T' zerlegten Fläche T eine complexe .Function 

a + ßi von x, y gegeben, ßr welche /((g - |£) + (gj+ d £j)dT durch 

die ganze Fläche ausgedehnt einen endlichen Werth hat, so kann sie 
immer und nur auf Eine Art in eine Function von x-\-yi verwandelt 
werden durch Sublraction einer Function p\vi von x, y, welche fol- 
genden Bedingungen genügt: 

1) fx ist am Rande = oder doch nur in einzelnen Punkten 
davon verschieden, v in Einem Punkte beliebig gegeben. 

2) Die Aenderungen von /t sind in T, von v in T' nur in ein- 
zelnen Punkten und nur so unstetig, dafs y ((|£) -j_(|£) }dT und 

f((^ +(^)*)dT, durch die ganze Fläche erstreckt, endlich bleiben, 

und letztere längs der Querschnitte beiderseits gleich. 

Wenn die Function a-\-ßi, wo ihre Differentialquotienten unendlich 
werden, unstetig wirA, wie eine gegebene dort unstetige Function von x-\-yi, 
und keine durch eine Abänderung ihres Werthes in einem einzelnen Punkte 
hebbare Unstetigkeit besitzt, so bleibt *ß(a) endlich, und es wird /n-\-riin T' 
allenthalben stelig. Denn da eine Function von x-\-yi gewisse Unstetigkelten, 
wie z. B. Unstetigkeiten erster Art, gar nicht annehmen kann (Meine Diss. 
S. 16, Art. 12), so mute die Differenz zweier solcher Functionen stetig sein, 
sobald sie nicht von der zweiten Art unstetig ist. 

Nach dem eben bewiesenen Satze läfst sieb daher eine Function von 
x-\-yi so bestimmen, dafs sie im Innern von T, von der Unstetigkeit des 
imaginären Theils in den Querschnitten abgesehen, gegebene Unstetigkeiten 
annimmt, und ihr reeller Theil an der Grenze einen dort allenthalben beliebig 
gegebenen Werth erhält; wenn nur für jeden Punkt, wo ihre Differential- 
quotienten unendlich werden sollen, die vorgeschriebene Unstetigkeit die einer 
gegebenen dort unstetigen Function von x-\-yi ist. Die Bedingung an der 
Grenze kann man, wie leicht zu sehen, ohne eine wesentliche Aenderung 
der gemachten Schlüsse durch manche andere ersetzen. 

Gmtingen, 1857. 
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14. 

Theorie der Abel'schen Functionen. 

(Von Herrn B. Riemann.) 



In der folgenden Abhandlung habe ich die Abel'schen Functionen nach 
einer Methode behandelt, deren Principien in meiner Inauguraldissertation *) 
aufgestellt und in einer etwas veränderten Form in den drei vorhergehenden 
Aufsätzen dargestellt worden sind. Zur Erleichterung der Uebersicht schicke 
ich eine kurze Inhaltsangabe vorauf. 

Die erste Abiheilung enthält die Theorie eines Systems von gleichver- 
zweigten algebraischen Functionen und ihren Integralen, soweit für dieselbe 
nicht die Betrachtung von ^-Reihen mafsgebend ist, und handelt im §.1—5 
von der Bestimmung dieser Functionen durch ihre Verzweigungsart und ihre 
Unstetigkeiten, im §. 6 — 10 von den rationalen Ausdrücken derselben in zwei 
durch eine algebraische Gleichung verknüpfte veränderliche Gröfsen, und im 
§.11—13 von der Transformation dieser Ausdrücke durch rationale Substi- 
tutionen. Der bei dieser Untersuchung sich darbietende Begriff einer Klasse 
von algebraischen Gleichungen, welche sich durch rationale Substitutionen in 
einander Iransformiren lassen, dürfte auch für andere Untersuchungen wichtig 
und die Transformation einer solchen Gleichung in Gleichungen -niedrigsten 
Grades ihrer Klasse (§. 13) auch bei anderen Gelegenheiten von Nutzen sein. 
Diese Abtheilung behandelt endlich im §. 14—16 zur Vorbereitung der fol- 
genden die Anwendung des Abel'schen Additionstheorems für ein beliebiges 
System allenthalben endlicher Integrale von gleichverzweigten algebraischen 
Functionen zur Integration eines Systems von Differentialgleichungen. 

In der zweiten Abtheilung werden für ein beliebiges System von immer 

endlichen Integralen gleich verzweigter, algebraischer, 2/7-flfach zusammen- 
hangender Functionen die JacobV sehen Umkehrungsfunclionen von p verän- 
derlichen Gröfsen durch pfach unendliche #- Reihen ausgedrückt, d.h. durch 
Reihen von der Form 



. *) Grundlagen für eine allgemeine Theorie der Functionen einer veränderlichen 
complexen Gröfse. Göttingen 1851. 
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worin die Sumraatronen im Exponenten sich auf /i und /i', die äufseren Sum- 
mationen auf m 19 nh, ..., m p beziehen. Es ergiebt sich, dafs zur allgemei- 
nen Lösung dieser Aufgabe eine — wenn /*>3, specielle — Gattung von 

#- Reihen ausreicht, in denen zwischen den p y" ' Gröfsen a ~ ) £~ 

Relationen stattfinden , so dafs nur 3p — 3 willkflhrlich bleiben. Dieser Theil 
der Abhandlung bildet zugleich eine Theorie dieser speciellen Gattung von 
&- Functionen; die allgemeinen ^-Functionen bleiben hier ausgeschlossen, 
lassen sich jedoch nach einer ganz ähnlichen Methode behandeln. 

Das hier erledigte Jacobi'sche Umkehrungsproblem ist für die hyper- 
elliptischen Integrale schon auf mehreren Wegen durch die beharrliche mit so 
schönem Erfolge gekrönten Arbeiten von Weierstrafs gelöst worden, von 
denen eine Uebersicht im 47. Bande d. J. (S. 289) mitgetheilt worden ist. Es 
ist jedoch bis jetzt nur von dem Theile dieser Arbeiten, welcher in den §§. 1 
und 2 und der ersten die elliptischen Functionen betreffenden Hälfte des §. 3 
der angeführten Abhandlung skizzirt wird, die wirkliche Ausführung veröffent- 
licht (Bd. 52 S. 285d. J.); in wie weit zwischen den späteren Theilen dieser 
Arbeiten und meinen hier dargestellten eine Uebereinstimmung nicht blofe in 
Resultaten, sondern auch in den zu ihnen fahrenden Methoden stattfindet, 
wird grofsentheils erst die versprochene ausführliche Darstellung derselben er- 
geben können. 

Die gegenwärtige Abhandlung bildet mit Ausnahme der beiden letzten 
§§. 26 und 27, deren Gegenstand damals nur kurz angedeutet werden konnte, 
einen Auszug aus einem Theile meiner von Michaelis 1855 bis Michaelis 1856 
zu Göttingeil gehaltenen Vorlesungen. Was die Auffindung der einzelnen 
Resultate betrifft, so wurde ich auf das im §.1—5, 9 und 12 Mitgetheilte und 
die dazu nöthigen vorbereitenden Sätze, welche später Behufs der Vorlesungen 
so, wie es in dieser Abhandlung geschehen ist, weiter ausgeführt wurden, im 
Herbste 1851 und zu Anfang 1852 durch Untersuchungen Ober die conforme 
Abbildung mehrfach zusammenhangender Flächen geführt, ward aber dann 
durch einen andern Gegenstand von dieser Untersuchung abgezogen. Erst um. 
Ostern 1855 wurde sie wieder aufgenommen und in den Oster- und Michaelis- 
ferien jenes Jahres bis zu §.21 incl. fortgeführt; das Uebrige wurde bis 
Michaelis 1856 hinzugefügt. Einzelne ergänzende Zqsätze sind an manchen 
Stellen während der Ausarbeitung hinzugekommen. 
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Erste Abtheilung. 

l- 

Ist s die Wurzel einer irreductibeln Gleichung nten Grades, deren 
Coefficienten ganze Functionen roten Grades von z sind, so entsprechen jedem 
Werthe von z n Werthe von s, die sich mit % überall, wo sie nicht unend- 
lich werden , stetig ändern. Stellt man daher (nach S. 103 dieses Bandes) 
die Verzweigungsart dieser Function durch eine in der z -Ebene ausgebreitete 
unbegrenzte Fläche T dar, so ist diese in jedem Theile der Ebene nfach, und 
* ist dann eine einwerthige Function des Orts in dieser Fläche. Eine unbe- 
grenzte Fläche kann entweder als eine Fläche mit unendlich weit entfernter 
Begrenzung oder als eine geschlossene angesehen werden, und Letzteres soll 
bei der Fläche T geschehen, so dafs dem Werthe z — oo in jedem der n Blät- 
ter der Fläche ein Punkt entspricht, wenn nicht etwa für z = oo eine Ver- 
zweigung stattfindet. 

Jede rationale Function von * und z ist offenbar ebenfalls eine ein- 
werthige Function des Orts in der Fläche T und besitzt also dieselbe Ver- 
zweigungsart wie die Function s, und es wird sich unten ergeben, dafs auch 
das Umgekehrte gilt. 

Durch Integration einer solchen Function erhält man eine Function, 
deren verschiedene Fortsetzungen für denselben Theil der Fläche T sich nur 
um Constanten unterscheiden, da ihre Derivirte für denselben Punkt dieser 
Fläche immer denselben Werth wieder annimmt. 

Ein solches System von gleichverzweigten algebraischen Functionen 
und Integralen dieser Functionen bildet zunächst den Gegenstand unserer Be- 
trachtung; statt aber von diesen Ausdrücken dieser Functionen auszugehen, 
w#rden wir sie mit Anwendung des Dirichlet'schen Princips (S. 111 dieses 
Bandes) durch ihre Unstetigkeiten definiren. 

2. 

Zur Vereinfachung des Folgenden heifse eine Function für einen Punkt 
der Fläche T unendlich klein von der ersten Ordnung, wenn ihr Loga- 
rithmus bei einem positiven Umlaufe um ein diesen Punkt umgebendes Flächen- 
stock, in welchem sie endlich und von Null verschieden bleibt, um 2m wächst. 

Es ist demnach für einen Punkt, um den die Fläche T sich fv mal windet, 

JL JL 

wenn dort z einen endlichen Werth a hat, (z — a)*, also (dzY, wenn aber 

Journal für Mathematik Bd. LIV. Heft 2. 16 
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$ = ao, (—j anendlich klein von der erstell Ordnung. Der Fall, wo eine 

Function in einem Punkte der Fläche T unendlich klein oder unendlich grofs 
von der vien Ordnung wird, kann so betrachtet werden, als wenn die Function 
in v dort zusammenfallenden (oder unendlich nahen) Punkten unendlich klein 
oder unendlich grofs von der ersten Ordnung wird, wie in der Folge bisweilen 
geschehen soll. 

Die Art und Weise, wie jene hier zu betrachtenden Functionen un- 
stetig werden, kann dann so ausgedrückt werden. Wird eine von ihnen in 
einem Punkte der Fläche T unendlich, so kann sie, wenn r eine beliebige 
Function bezeichnet, die in diesem Punkte unendlich klein von der ersten 
Ordnung wird, stets durch Subtraction eines endlichen Ausdrucks von der Form 

^logr-f Ar- 1 4-Cr- 2 + ••• 
in eine dort stetige verwandelt werden, wie sich aus den bekannten — nach 
Cauchy oder durch die Fourier'sche Reihe zu beweisenden — Sätzen Aber 
die Entwicklung einer Function in Potenzreihen ergiebt. 

3. 

Man denke sich jetzt eine in der 2 -Ebene allenthalben nfech ausge- 
breitete unbegrenzte und nach dem Obigen als geschlossen zu betrachtende 
zusammenhangende Fläche T gegeben und diese in eine einfach zusammen- 
hangende T' zerschnitten. Da die Begrenzung einer einfach zusammenhangen- 
den Fläche aus einem Stücke besteht, eine geschlossene Fläche aber durch 
eine ungerade Anzahl von Schnitten eine gerade Zahl von Begrenzungsstücken, 
durch eine gerade eine ungejade erhält, so ist zu dieser Zerschneidung eine 
gerade Anzahl von Schnitten erforderlich. Die Anzahl dieser Querschnitte 
sei =2/i. Die Zerschneidung werde zur Vereinfachung des Folgenden so 
ausgeführt, dafs jeder spätere Schnitt von einem Punkte eines früheren bis*su 
dem anstofsenden Punkte auf der andern Seite desselben geht: wenn sich 
dann eine Gröfse längs der ganzen Begrenzung von T f stetig ändert und im 
ganzen Schnitlsysteme zu beiden Seiten gleiche Aenderungen erleidet, so ist 
die Differenz der beiden Werthe, die sie in demselben Punkte des Schnitt- 
netzes annimmt, in allen Theilen eines Querschnitts derselben Constanten gleich. 

Man setze nun z = x-\-yi und nehme in T eine Function a-\-ßi von 
x > y folgendermafsen an: 

In der Umgebung der Punkte i n e 2 , . ,. bestimme man sie gleich ge- 
gebenen in diesen Punkten unendlich werdenden Functionen von x-\-yi> und 
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zwar um e y , indem man eine beliebige Function von z, die in e y unendlich 
klein von der ersten Ordnung wird, durch r„ bezeichnet, gleich einem end- 
lichen Ausdrucke von der Form 

worin A y , #,, C v ... willkfihrliche Constanten sind. Man ziehe ferner nach 
einem beliebigen Punkte von allen Punkten e, für welche die Gröfse A von 
Null verschieden ist, einander nicht schneidende Linien durch das Innere von 
T', von i, die Linie /,. Man nehme endlich die Function in der ganzen 
noch übrigen Fläche T so an, dafs sie aufser den Linien / und den Quer- 
schnitten überall stetig, auf der positiven (linken) Seite der Linie /„ um 
— 2mA y und auf der positiven Seite des rten Querschnitts um die gege- 
bene Constante h y gröfser ist, als auf der andern, und dafs das Integral 

yj[(|^_|^y^(|^4-|^y)rfr durch die Flache T ausgedehnt einen end- 
lichen Werth erhalt. Dies ist wie leicht zu sehen immer möglich, wenn die 
Summe sämmtlicher Gröfsen A gleich Null ist, aber auch nur unter dieser 
Bedingung, weil nur dann die Function nach einem Umlaufe um das System 
der Linien / den vorigen Werth wieder annehmen kann. 

Die Constanten ä (1) , h {2 \ . . . , h (2p \ um welche eine solche Function 
auf der positiven Seite der Querschnitte gröfser ist, als auf der andern, sollen 
die Periodicitatsmoduln dieser Function genannt werden. 

Nach dem Dirichlet'schen Princip kann nun die Function a-\-ßi in 
eine Function w von x-\-yi verwandelt werden durch Subtraction einer ahn- 
lichen in T' allenthalben stetigen Function von x, y mit rein imaginären Perio- 
dicitatsmoduln , und diese ist bis auf eine additive Constante völlig bestimmt. 
Die Function <o stimmt dann mit a-\-ßi in den Unstetigkeiten im Innern von 
T f und in den reellen Theilen der Periodicitatsmoduln überein. Für w kön- 
nen daher die Functionen (p y und die reellen Theile ihrer Periodicitatsmoduln 
willkührlich gegeben werden. Durch diese Bedingungen ist sie bis auf eine 
additive Constante völlig bestimmt, folglich anch der imaginäre Theil ihrer 
Periodicitatsmoduln. 

• 

Es wird sich zeigen, dafs diese Function co sammtliche im $.1 be- 
zeichneten Functionen als specielle Falle unter sieb enthalt« 



16 
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4. 
Allenthalben endliche Functionen w. {Integrale erster Gattung.) 

Wir wollen jetzt die einfachsten von ihnen betrachten und zwar zuerst 
diejenigen, die immer endlich bleiben and also im Innern von T r allenthalben 
stetig sind. Sind m> 19 w 2 , ..., w p solche Functionen, so ist auch 

w = aitoi-^c^Wa^ •••-{- <* p w p -\-con$l., 

worin « M Oj, . .., a p beliebige Constanten sind, eine solche Function. Es 
seien die Periodicitfitsmoduln der Functionen t0 19 w 2 > . .., w p für den rten 

Querschnitt A£°, Äj* , . . . , k p r \ Der Periodicitätsmodul von w für diesen Quer- 
schnitt ist dann aiM + «2*2 r) + #t# +«p*p V)= =* Cv) ; und setzt man die Gröfsen 
a in die Form y-\-di, so sind die reellen Theile der 2p Gröfsen kt l \ kP>, ..., 
W* p) lineare Functionen der Gröfsen y M y 2 > • ••* y P > #i> ^29 • ••* <V Wenn 
nun zwischen den Gröfsen w„ w 2 ^ . .., w> p keine lineare Gleichung mit con- 
stanten Coefficienten stattfindet, so kann die Determinante dieser linearen Aus- 
drücke nicht verschwinden; denn es liefsen sich sonst die Verhältnisse der 
Gröfsen a so bestimmen, dafs die Periodicitätsmoduln des reellen Theils von 
w sämmllich würden, folglich der reelle Theil von w und also auch w selbst 
nach dem Dirichlet'schen Princip eine Constante sein müfste. Es können da- 
her dann die 2p Gröfsen a und ß so bestimmt werden, dafs die reellen Theile 
der Periodicitfitsmoduln gegebene Werlbe erhalten; und folglich kann w jede 
immer endlich bleibende Function co darstellen, wenn u? 19 w 2 , . .., w p keiner 
linearen Gleichung mit constanten Coefficienten genügen. Diese Functionen 
lassen sich aber immer dieser Bedingung gemäfs wählen; denn so lange 
fi <C p, finden zwischen den Periodicitfitsmoduln des reellen Theils von 
«itt>i-|-«2tt>2-{- •••-f a /i^-f const. lineare Bedingungsgleichungen statt; es ist 
daher m^ +1 nicht in dieser Form enthalten, wenn man, was nach dem Obigen 
immer möglich ist, die Periodicitfitsmoduln des reellen Theils dieser Function 
so bestimmt, dafs sie diesen Bedingungsgleichungen nicht genügen. 

Functionen w, die für einen Punkt der Fläche T unendlich von der ersten 

Ordnung werden. {Integrale zweiter Gattung.) 

Es sei co nur für einen Punkt e der Fläche T unendlich, und für 
diesen seien alle Coefficienten in <p aufser B gleich 0. Eine solche Function 
ist dann bis auf eine additive Constante bestimmt durch die Gröfse B und die 
reellen Theile ihrer Periodicitfitsmoduln. Bezeichnet f(e) irgend eine solche 
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Function, so können in dem Ausdrucke 

t(e) = /9<°(e)-[-Oitr 1 -|-a2W ? 2-f •••-f Ä p^ P + const. 

die Constanten ß, a M a 2 , . .., a p immer so bestimmt werden, dafs für ihn 
die Gröfse B und die reellen Theile der Periodicitätsmoduln beliebig gegebene 
Werthe erbalten. Dieser Ausdruck stellt also jede solche Function dar. 

Functionen «, welche für zwei Punkte der Fläche T logarithmisch unendlich 

werden. {Integrale dritter Gattung.) 

Betrachten wir drittens den Fall, wo die Function co nur logarithmisch 
unendlich wird, so mufs dies, da die Summe der Gröfsen A gleich sein 
mufs, wenigstens für zwei Punkte der Fläche T, e x und e 2 , geschehen und 
A 7 = —A l sein. Ist von den Functionen, bei denen dies statt hat und die 
beiden letztern Gröfsen =1 sind, irgend eine ö> ü Oi, £2), so sind nach ähn- 
lichen Schlössen, wie oben, alle übrigen in der Form 

tB(e l ^e 2 ) =5 öJ ü (*i,^ 2 )-j-a 1 ti; 1 -f«2^2+ ## H"* a p ir p*f const. 
enthalten. 

Für die folgenden Bemerkungen nehmen wir zur Vereinfachung an, 
dafs die Punkte e keine Verzweigungspunkte sind und nicht im Unendlichen 
liegen. Man kann dann r y = z — z y setzen, indem man durch z y den Werth 
von z in e y bezeichnet. Wenn man dann (SU (e t , e 2 ) so nach z t diiferentiirt, dafs 
die reellen Theile der Periodicitätsmoduln (oder auch p von den Periodicitäts- 
moduln) und der Werth von ®(e L ,e 2 ) für einen beliebigen Punkt der Fläche T 

conslant bleiben, so erhält man eine Function £(*i), die in t x unstetig wie 

/% — z x 

durch eine beliebige in T von e 2 nach e z fahrende Linie genommen, gleich 
einer Function a)(f 2 ,f 3 ). Auf ähnliche Art erhält man durch n successive 
Differentiationen eines solchen /(O nach z x Functionen w, welche im Punkte e t 
wie n!{z — z^" 11 " 1 unstetig werden und übrigens endlich bleiben. 

Für die ausgeschlossenen Lagen der Punkte e bedürfen diese Sätze 
einer leichten Modification. 

Offenbar kann nun ein mit constanlen Coefficienten aus Functionen w, 
aus Functionen fö und ihren Derivirten nach den Unsteligkeitswerthen gebil- 
deter linearer Ausdruck so bestimmt werden, dafs er im Innern von T' be- 
liebig gegebene Unstetigkeiien von der Form, wie w, erhält, und die reellen 
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Theile seiner Periodicitätsmoduln beliebig gegebene Werthe annehmen. Durch 
einen solchen Ausdruck kann also jede gegebene Function co dargestellt werden. 

5. 

Der allgemeine Ausdruck einer Function w, die für m Punkte der 
Fläche T, e t , « 2 , . .., e m unendlich grofs von der ersten Ordnung wird, ist 
nach dem Obigen 

» = /5i'i + /32'2+— + /3m^m + « 1 w 1 + a 2 M? 2 -f f- a p w p + const. , 

worin t y eine beliebige Function l(e r ) und die Gröfsen a und ß Conslanten 
sind. Wenn von den m Punkten e eine Anzahl p in denselben Punkt rj der 
Fläche T zusammenfallen, so sind die q diesen Punkten zugehörigen Func- 
tionen t zu ersetzen durch eine Function t(rj) und deren q — 1 erste Derivirte 
nach ihrem Unstetigkeitswerthe (§.2). 

Die 2p Periodicitätsmoduln dieser Function s sind lineare homogene 
Functionen der p-\-m Gröfsen a und ß. Wenn t/i^^-f-l 9 lassen sich also 
2p von den Gröfsen a und ß als lineare homogene Functionen der übrigen 
so bestimmen, dafs die Periodicitätsmoduln sämmtlich werden. Die Function 
enthält dann noch m—p^i willkührliche Constanten, von denen sie eine 
lineare homogene Function ist, und kann als ein linearer Ausdruck von sn — p 
Functionen betrachtet werden, deren jede nur für/?-j-l Werthe unendlich von 
der ersten Ordnung wird. 

Wenn tn = p-\-\ ist, so sind die Verhältnisse der 2p-\-i Gröfsen a 
und ß bei jeder Lage der p-\-l Punkte e völlig bestimmt. Es können jedoch 
für besondere Lagen dieser Punkte einige der Gröfsen ß gleich werden. 
Die Anzahl dieser Gröfsen sei ==w — /n, so dafs die Function nur für fi 
Punkte unendlich von der ersten Orduung wird. Diese fi Punkte müssen dann 
eine solche Lage haben, dafs von den 2p Bedingungsgleichungen zwischen 
den p-\-u übrigen Gröfsen ß und a p-\-\ — fi eine identische Folge der übri- 
gen sind, und es können daher nur 2/li — p — 1 von ihnen . beliebig gewählt 
werden. Aufserdem enthält die Function noch 2 willkührliche Constanten. 

Es sei nun s so zu bestimmen, dafs fi möglichst klein wird. Wenn 
s /tmal unendlich von der ersten Ordnung wird, so ist dies auch mit jeder 
rationalen Function ersten Grades von s der Fall; man kann daher für die 
Lösung dieser Aufgabe einen der (i Punkte beliebig wählen. Die Lage der 
übrigen mufs dann so bestimmt werden, dafs p-\-i — fi von den Bedingungs- 
gleicbungen zwischen den Gröfsen a und ß eine identische Folge der übrigen 
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sind; es mufs also, wenn die Verzweigungs werthe der Fläche T nicht beson- 
dern Bedingungsgleichungen genügen, p-\-l—/u<z/u< — 1 oder p> 1jM-1 sein. 

Die Anzahl der in einer Function s, die nur für m Punkte der Fläche T 
nnendlich von der ersten Ordnung wird und übrigens stetig bleibt, enthaltenen 
willkfflhrlichen Constanten ist in allen Fällen =2m— p-j-l. 

Eine solche Function ist die Wurzel einer Gleichung n UH Grades, 
deren Coefßcienten ganze Functionen m itn Grades von z sind. 

Sind * 19 s 2 , . .., s n die n Wertbe der Function s für dassalbe z, und 
bezeichnet o eine beliebige Gröfse, so ist (a — s 1 )(a — s 2 ).*.(o — s„) eine 
einwerthige Function von z, die nur für einen Punkt der &- Ebene, der mit 
einem Punkte e zusammenfällt, unendlich wird und unendlich von einer so 
hohen Ordnung, als Punkte e auf ihn fallen. In der That wird für jeden auf 
ihn fallenden Punkt e, der kein Verzweigungspunkt ist, nur ein Factor dieses 
Products von einer um 1 höheren Ordnung unendlich, für einen Punkt e> um 

den die Fläche T sich /imnl windet, aber fi Factoren von einer um — höheren 

Ordnung. Bezeichnet man nun die Werthe von z in den Punkten s, vro z 
nicht unendlich ist, durch f n £ 2 j . .., f, und (z — JJ (sr — £ 2 )... (z — ^ y ) durch 
a„; so ist a i) (a — s l )...(a — s n ) eine einwerthige Function von z, die für alle 
endlichen Werthe von z endlich ist und für z = <x> unendlich von der m x * n 
Ordnung wird, also eine ganze Function tri™ Grades von z. Sie ist zugleich 
eine ganze Function n ten Grades von o, die für o = s verschwindet. Be- 
zeichnet man sie durch F und, wie wir in der Folge thun wollen, eine ganze 

n m 

Function F n itn Grades von o und m ien Grades von z durch F(p, z\ so 

n m 

ist s die Wurzel der Gleichung F(s,z) = 0. 

Diese Function F ist eine Potenz einer unzerfällbaren — d. h. nicht 
als ein Product aus ganzen Functionen von o und z darstellbaren — Function. 
Denn jeder ganze rationale Factor von F(o,z) bildet, da er für einige der 
Wurzeln * n s 2 > . .., s m verschwinden mufs, für o = s eine Function von z, 
die in einem Theile der Fläche T verschwindet und folglich, da diese Fläche 
zusammenhangend ist, in der ganzen Fläche sein mufs. Zwei unzerfällbare 
Factoren von F(o, z) könnten aber nur für eine endliche Anzahl von Wer- 
thenpaaren zugleich verschwinden, wenn die eine nicht durch Multiplication 
mit einer Constanten aus der andern erhalten werden könnte. Folglich mufs 
F eine Potenz einer unzerfällbaren Function sein. 
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Wenn der Exponent v dieser Potenz >>1 ist, so wird die Verzweigungs- 
art der Function s nicht dargestellt durch die Fläche T, sondern durch eine 

in der z- Ebene allenthalben — fach ausgebreitete Fläche x, in welcher die 

Fläche T allenthalben rfach ausgebreitet ist« Es kann dann zwar s als eine 
wie T verzweigte Function betrachtet werden, nicht aber umgekehrt T als 
verzweigt, wie *• 

Eine solche nur in einzelnen Punkten von T unstetige Function, wie s, 

ist auch -£ — Denn diese Function nimmt zu beiden Seiten der Querschnitte 

und der Linien / denselben Werth an, da die Differenz der beiden Werthe 
von a> in diesen Linien längs denselben constant ist; sie kann nur unendlich 
werden, wo co unendlich wird, und in den Verzweigungspunkten der Fläche 
und ist sonst allenthalben stetig, da die Derivirte einer einändrig und endlich 
bleibenden Function ebenfalls einändrig und endlich bleibt. 

Es sind daher sämmlliche Functionen co algebraische wie T verzweigte 
Functionen von z oder Integrale solcher Functionen. Dieses System von 
Functionen ist bestimmt, wenn die Fläche T gegeben ist und hängt nur von 
der Lage ihrer Verzweigungspunkte ab. 

6. 

n m 

Es sei jetzt die irreduclible Gleichung F{$,z) — Q gegeben und die 
Art der Verzweigung der Function s oder der sie darstellenden Fläche T zu 
bestimmen. Wenn für einen Werth ß von z fi Zweige der Function zusam- 
menhangen, so dafs einer dieser Zweige sich erst nach fi Umläufen des z um 
ß wieder in sich selbst fortsetzt, so können diese fi Zweige der Function 
(wie nach Cauchy oder durch die Fottrier'sche Reihe leicht bewiesen wer- 
den kann) dargestellt werden durch eine Reihe nach steigenden rationalen 
Potenzen von z — ß mit Exponenten vom kleinsten gemeinschaftlichen Nen- 
ner fi, und umgekehrt. 

Ein Punkt der Fläche T, in welchem nur zwei Zweige einer Function 
zusammenhangen, so dafs sich um diesen Punkt der erste in den zweiten nnd 
dieser in jenen fortsetzt, heifse ein einfacher Verzweigungspunkt. 

Ein Punkt der Fläche, um welchen sie sich (/u-{-l)mal windet, kann 
dann angesehen werden als fi zusammengefallene (oder unendlich nahe) ein- 
fache Verzweigungspunkte. 

Um dies zu zeigen, seien in einem diesen Punkt umgebenden Stöcke 
der s- Ebene # M s 2 , ..., s M , einändrige Zweige der Function s und in der 
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Begrenzung desselben, bei positiver Umschreibung auf einander folgend, tf x , 
a 2 , . .., a M einfache Verzweigungspunkte. Durch einen positiven Umlauf um 
ö, werde s x mit $ 2 , um u 2 s k mit * 3 , . .., um a M s t mit ^ verlauscht. Es 
gehen dann nach einem positiven Umlaufe um ein alle diese Punkte (und kei- 
nen andern Verzweigungspunkt) enthaltendes Gebiet 

in $2, ^3^ • • •* ^ii+19 ^i? über, 

und es entsteht daher, wenn sie zusammenfallen, ein (>-fl)f acher Win- 
dungspunkt. 

Die Eigenschaften der Functionen 10 hangen wesentlich davon ab, wie 
vielfach zusammenhangend die Fläche T ist. Um dies zu entscheiden, wollen 
wir zunächst die Anzahl der einfachen Verzweigungspunkte der Function s 
bestimmen. 

In einem Verzweigungspunkte nehmen die dort zusammenhangenden 
Zweige der Function denselben Werth an, und es werden daher zwei oder 
mehrere Wurzeln der Gleichung 

F{s) = tfü^ + ^i^H '•*+** = 
einander gleich. Dies kann nur geschehen, wenn 



oder die einwertbige Function von z, F' fa) F f (s 2 ) . . . F' (s m ) , verschwindet. 
Diese Function wird für endliche Werthe von % nur unendlich, wenn * = oo, 
also ob — ist und mufs, um endlich zu bleiben, mit a*~~ 2 multiplicirt werden. 
Sie wird dann eine einwertbige, für ein endliches z endliche Function von z, 
welche für z — oo unendlich von der 2m(n— l)ten Ordnung wird, also eine 
ganze Function 2m (n — l)ten Grades. Die Werthe von z, für welche F\s) 
und F(s) gleichzeitig verschwinden, sind also die Wurzeln der Gleichung 
2m(it— l)ten Grades 

(?(*)== a^ 2 nF\Si) = oder auch, da F' (#,) = *b #(* — **) i («^0 



«tf-»/^,-*) = 0, (i^Of 



1,1' 



welche durch Elimination von s aus F'(*) = und F(*) = gebildet wer- 
den kann. 

Wird F(s, z) = für $ — a, z = ß, so ist 
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+ * 

n|7 Zip 5*1? 

Ist also für ($ = a, s = /?) -^— = und verschwinden -~-— , -g-r dann nicht, 

so wird s — a unendlich klein, wie {z — /?)*, und findet also ein einfacher 
Verzweigungspunkt statt. Es werden zugleich in dem Producte JlF'^sf) zwei 

i 

Factoren unendlich klein wie (* — /?)*, und Q(z) erhält dadurch den Factor 
(*—/?). In dem Falle, dafs -g— und -jrr nie verschwinden, wenq gleich- 

BF 

zeitig jF=0 und -^— = werden, entspricht demnach jedem linearen Factor 

von Q{z) ein einfacher Verzweigungspunkt, und die Anzahl dieser Punkte ist 
also =2»i(n — 1). 

Die Lage der Verzweigungspunkte hängt von den Coefficienten der 
Potenzen von z in den Functionen a ab und Ändert sich stetig mit denselben. 

Wenn diese Coefficienten solche Werthe annehmen, dafs zwei demselben 
Zweigepaar angehörige einfache Verzweigungspunkte zusammenfallen, so heben 
diese sich auf, und es werden zwei Wurzeln von F(s) einander gleich, ohne 
dafs eine Verzweigung staltfindet. Setzt sich nun jeder von ihnen & t in s 2 
und * 2 in s t fort, so geht du roh einen Umlauf um ein beide enthaltendes Stück 
der *-Ebene s x in s x und s 2 in s 2 aber, und beide Zweige werden einfindrig, 

Bs 

wenn sie zusammenfallen. Es bleibt dann also auch ihre Derivirte -*— ein- 



BF 8s BF 

ftndrig und endlich, und folglich wird -^— = — — -g— = 0. 

QP ßp 

Wird Fz=z—- = -jp- = für s = a ß z = ß, so ergeben sich aus 
den drei folgenden Gliedern der Entwicklung von F($,z) zwei Werthe für 
-^— j==-g-, £s=a I z=ß'). Sind diese Werthe ungleich und endlich, so 

können die beiden Zweige der Function s, denen sie angehören, dort nicht 

BF 
zusammenhangen und sich nicht verzweigen. Es wird dann -^— für beide 

unendlich klein wie z — ß, und Q(z) erhält dadurch den Factor (z — ß) 7 ; es 
fallen also nur zwei einfache Verzweigungspunkte zusammen. 
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Um in jedem Falle, wenn für z — ß mehrere Wurzeln der Gleichung 
$*($) — gleich a werden, zu entscheiden, wie viele einfache Verzweigungs- 
pankte für (*=a, s=/9) zusammenfallen, und wie viele von diesen sich auf- 
heben, mufs man diese Wurzeln (nach dem Verfahren von Lagrange) soweit 
nach steigenden Potenzen von z — ß entwickeln, bis diese Entwicklangen 
sftmmtlich von einander verschieden werden; wodurch sich die wirklich noch 
stattfindenden Verzweigungen ergeben« Und man mufs dann untersuchen, von 
welcher Ordnung F'(s) für jede dieser Wurzeln unendlich klein wird, um 
die Anzahl der ihnen zugehörigen linearen Factoren von Q(z) oder der ftr 
(*=a, *=/?) zusammengefallenen einfachen Verzweigungspunkte zu bestimmen 

Bezeichnet die Zahl q, wie oft sich die Fläche T um den Punkt (s y z) 
windet, so wird im Punkte (z) F'($) so oft unendlich klein von der ersten 

Ordnung, als dort einfache Verzweigungspunkte zusammenfallen, dz * so oft, 

als deren wirklich staltfinden, folglich F f {s) dz* so oft, als von ihnen sich 
aufheben. 

Ist die Anzahl der wirklich stattfindenden einfachen Verzweigungen w. 
die Anzahl der sich aufhebenden 2r, so ist 

w-f 2r = 2(»—l)fii. 

Nimmt man an, dafs die Verzweigungspunkte nur paarweise und sich aufhebend 

Qf Qp 

zusammenfallen, so ist für r Werthenpaare (*=y^ *=^) F= -^- = ^- = 

3*F 8 % F / d*F \ f 

und J7J7- U a ) nicht Null und für w Werthenpaare von s und z 

F==0, §; = <>> |£ nicht Null und ~£ nicht Null. 

Wir beschranken uns meistens auf die Behandlung dieses Falles , da sich 
die Resultate auf die übrigen als Grenzfälle desselben leicht ausdehnen lassen, und 
wir können dies hier um so mehr thun, da wir die Theorie dieser Functionen 
auf eine von der Ausdrncksform unabhängige, keinen Ausnahmefällen unter- 
worfene Grundlage gestützt haben. 

1. 
Es findet nun bei einer einfach zusammenhangenden, über einen end- 
lichen Theil der «-Ebene ausgebreiteten Fläche zwischen der Anzahl ihrer 
einfachen Verzweigungspunkte und der Anzahl der Umdrehungen, welche die 
Richtung ihrer BegrenzuugsUnie macht, die Relation, statt, dafs die letztere um 

17* 
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eine Einheit gröfser ist, als die erstere; and aus dieser ergiebt sich für eine 
mehrfach zusammenhangende Fläche eine Relation zwischen diesen Anzahlen 
und der Anzahl der Querschnitte , welche sie in eine einfach zusammenhält 
gepde verwandeln. Wir können diese Relation, welche im Grunde von Mafs- 
verhältnissen unabhängig ist und der analysis situ* angehört, hier für die 
Fläche T so ableiten. 

Nach dem Dirichlel'schen Princip läfst sich in der einfach zusammen- 
hangenden Flache T' die Function log£ von z so bestimmen, dafs £ fflr 
einen beliebigen Punkt im Innern derselben unendlich klein von der ersten 
Ordnung wird, und log£ längs einer beliebigen sich nicht schneidenden, von 
dort nach der Begrenzung fahrenden Linie auf der positiven Seite um — 2ni 
gröfser, als auf der negativen, übrigens aber allenthalben stetig und längs der 
Begrenzung von T' rein imaginär ist. Es nimmt dann die Function £ jeden 
Werth, dessen Modul <Cl 9 einmal an; die Gesammtheit ihrer Werthe wird 
folglich durch eine Aber einen Kreis in der £- Ebene einfach ausgebreitete 
Fläche vertreten. Jedem Punkte von T' entspricht ein Punkt des Kreises, und 
umgekem't. Es wird daher fflr einen beliebigen Punkt der Fläche, wo z=z', 
£ = £*, die Function £ — £* unendlich klein von der ersten Ordnung, und folg- 
lich bleibt dort, wenn die Fläche T' sich (u-{-l)mal um ihn windet, bei end- 
lichem z' 

z — z' dz 

bei unendlichem z' aber 

z~ l dz 

dlog-g?, um den ganzen Kreis positiv herumgenom- 

dz 

men, ist gleich der Summe der Integrale um die Punkte, wo -^unendlich 

oder Null wird, und also =2m(w — 2n). Bezeichnet * ein Stock der Be- 
grenzung von T' von einem und demselben bestimmten Punkte bis zu einem 
veränderlichen Punkte der Begrenzung, und a das entsprechende Stock auf dem 
Kreisumfange, so ist 

log^ — logg-HogJ£-log§, 
and, durch die ganze Begrenzung ausgedehnt, 
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also 



Es ergiebt sich demnach w — 2it = 2(/* — 1). Da nun w = 2((n— l)m— r), 
so ist /F==(n — l)(m— 1) — r. 

8. 

Der allgemeine Ausdruck der wie T verzweigten Functionen &' von z, 
die für m' beliebig gegebene Punkte von T unendlich von der ersten Ord- 
nung werden und übrigens stelig bleiben, enthält nach dem Obigen m 9 — p-\-l 
willkührliche Constanten und ist eine lineare Function derselben (§. 5). Lassen 
sich also, wie jetzt gezeigt werden soll, rationale Ausdrücke von s und z 
bilden, die für m' beliebig gegebene, der Gleichung F=0 genügende Wer- 
thenpaare von $ und z unendlich von der ersten Ordnung werden und lineare 
Functionen von tri— p-\-\ willkührlichen Constanten sind, so kann durch diese 
Ausdrücke jede Function *' dargestellt werden. 

Damit der Quotient zweier ganzen Functionen x( s > z ) u °d \p(«, z) für 
8 — ?o und z=oo beliebige endliche Wertbe annehmen kann, müssen beide 
von gleichem Grade sein ; der Ausdruck, durch welchen s' dargestellt werden 

• V fl 

soll, sei daher von der Form ,'"/ , und überdies sei i'>w— 1, u>m— 1. 

Wenn zwei Zweige der Function s ohne zusammenzuhängen einander gleich 
werden, also für zwei verschiedene Punkte der Fläche T z = y und s = <T 
wird, so wird *' allgemein zu reden in diesen beiden Punkten verschiedene 
Wertbe annehmen; soll also tp — s'x allenthalben =0 sein, so mufs für zwei 
verschiedene Werthe von #' y(y,d) — s'x(y, #)=0 sein, folglich #(y, <J)=0 
und i//(y,(J) = 0. Es müssen also die Functionen x und t/ ; far die r Wer- 
thenpaare *s=y , z — d Q (S. 127) verschwinden*). 

Die Function x verschwindet für einen Werth von z, für welchen die 
einwerthige und für ein endliches z endliche Function von z 

K(z) = <*(*,) x(*2)--.^(0 = 
ist; diese Function wird für ein unendliches z unendlich von der Ordnung 

*) Es ist hier, wie gesagt, nur der Fall berücksichtigt, wo die Verzweigungspunkte 
der Function $ nur paarweise und sich aufhebend zusammenfallen. Im Allgemeinen 
müssen in einem Punkte von T, wo nach der Auffassung im $. 6 sich aufhebende Ver- 
zweigungspunkte zusammenfallen, % und tp, wenn T sich um diesen Punkt pmal windet, 

•i-i 
unendlich klein werden, wie F(s)dz* , damit die ersten Glieder in der Entwicklung der 

darzustellenden Function nach ganzen Potenzen von (dz)? beliebige Werthe annehmen 
können. 
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mv\nii und ist also eine ganze Function (fny-\- n/n)ien Grades« Da für die 
Wertfaenpaare (y, d) zwei Factoren des Products IIx(*i) unendlich klein von 

i 

der ersten Ordnung werden, also K(z) unendlich klein von der zweiten Ord- 
nung, so wird x aufserdem noch unendlich klein von der ersten Ordnung für 

Werthenpaare von s und % oder Punkte von T. 

Ist v>ii — 1, u>«w— 1, so Weiht der Werth der Function % ung*- 
ftnderl, wenn man 

r u 

worin q beliebig ist, für x( s >*) setzt; es können also (v — n-\-l)(p — *ft~H) 
von den Coefficienten dieses Ausdrucks tvillkührlich angenommen werden. 
Werden nun von den (,i*-t-l)(*-f-l) — (v— w-f i)(/i — m-fi) noch übrigen r 
als lineare Functionen der übrigen so bestimmt, dafs % für die r Werthenpaare 
(y,d) verschwindet, so enthält die Function x noch 

* = (^+t)(y+l)-(y-n+l)( i u-m+i)-r 
= *fi-\-mr — (* — i)(m— 1) — r-f-1 

willkflhrliche Constanten. Es ist also i — e = (n — l)(wt — i) — r — 1 —p— 1. 
Nimmt man /* und v so an, dafs *>m' ist, so kann man £ so be- 
stimmen, dafs es für m f beliebig gegebene Werthenpaare unendlich klein von 

der ersten Ordnung wird, und dann, wenn m'^>p, y so einrichten, dafs — 

für alle übrigen Werthe endlich bleibt In der Tbat ist v ebenfalls eine lineare 
homogene Function von e willkflhrlichen Constanten, und es lassen sich also, 
wenn « — •-}- »»'>>! ist, t — tn f von ihnen als lineare Functionen der übrigen 
so bestimmen, dafs tp für die t — m f Werthenpaare von s und z, für welche 
X noch unendlich klein von der ersten Ordnung wird, ebenfalls verschwindet. 
Die Function y enthält demnach e — i'-j-m' = m' — p-\-l willkflhrliche Constan- 
ten, und — kann also jede Function *' darstellen. 

9. 

Da die Functionen tt- algebraische wie s verzweigte Functionen von z 

sind ($• 5) , so lassen sie sich zufolge des eben bewiesenen Satzes rational 
in s und z ausdrücken, und sftmmtliche Functionen co als Integrale rationaler 
Functionen von s und z. 
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Ist w eine allenthalben endliche Function to, so wird 7- unendlich von 

der ersten Ordnung für jeden einfachen Verzweigungspunkt der Fläche T, da 
dw und (dz)* dort unendlich klein von der ersten Ordnung sind, bleibt aber 
sonst allenthalben stetig und wird für z — 00 unendlich klein von der zweiten 
Ordnung. Umgekehrt bleibt das Integral einer Function, die sich so verhält, 
allenthalben endlich. 

Um diese Function ^- als Quotient zweier ganzen Functionen von s 

und z auszudrücken, mufs man (nach §• 8) zum Nenner eine Function neh- 
men, die verschwindet in den Verzweigungspunkten und für die r Werthen- 
paare (y, 5). Dieser Bedingung genügt man am einfachsten durch eine Function, 
die nur für diese Werthe wird. Eine solche ist 

BF 



de 



flb»*"" 1 ^- «1 n — t 8 n ~ 2 -{ 1- a n _ x . 



Diese wird für ein unendliches s unendlich von der n — 2ten Ordnung (da 
4) dann unendlich klein von der ersten Ordnung wird) und für ein unendliches 

z unendlich von der inten Ordnung. Damit ^- aufser den Verzweigungs- 
punkten endlich und für ein nnendliches z unendlich klein von der zweiten 

n— 2 m— 2 

Ordnung ist, mufs also der Zähler eine ganze Function (p(s, z ) sein, die 
für die r Werthenpaare (/, d) (S. 127) verschwindet. Demnach ist 

«—2 m— -2 n— 2 m— 2 

„ <p(*i z)dz P <p(s, z)ds 



/ ?(** z)dz _ p <p(s, 



BF > 

de ~ dz 

worin y = für s = y Q , z=^S^ 9 p = l> 2, ..., r. 

Die Function <p enthält (n — l)(m — 1) constante Coefficienten, und wenn 
r von ihnen als lineare Functionen der übrigen so bestimmt werden, dafs 
9=0 für die r Werthenpaare * = y, z=d, so bleiben noch (m — IX* — i) — *• 
oder p willkübrlich, und es erhält <p die Form 

«iVi + GtVH h a pV/» 

worin y x , y 2 , . . • , <p p besondere Functionen <p ß von denen keine eine lineare 

Function der übrigen ist, und a M Oj , . . . , a p beliebige Constanten sind« Als 

allgemeiner Ausdruck von w ergiebt sich, wie oben auf anderem Wege 

«1 Wi -j- «7 w% + • • • 4" a p w p 4" sonst. 
Die nicht allenthalben endlich bleibenden Functionen to und also die 
Integrale zweiter und dritter Gattung lassen sich nach denselben Principien 
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rational in * und z ausdrucken, wobei wir indefs hier nicht verweilen, da die 
allgemeinen Regeln des vorigen §. keiner weitern Erläuterung bedürfen und 
zur Betrachtung bestimmter Formen dieser Integrale erst die Theorie der 
&- Functionen Anlafs giebt. 

10. 

Die Function <jp wird aufser für die r Werthenpaare (y,d) noch für 
in(i» — 2)-f n(m— :2) — 2r oder 2(p — 1) der Gleichung F=0 genügende 
Werthenpaare von s und z unendlich klein von der ersten Ordnung. Sind nun 

m O) f CO i i CO 

und 

zwei beliebige Functionen (f, so kann man in dem Ausdrucke -^y den Nenner 

so bestimmen, dafs er für p — 1 beliebig gegebene der Gleichung jF=0 ge- 
nügende Werthenpaare von s und z gleich Null wird, und dann den Zähler 
so, dafs er für p — 2 von den übrigen Werthenpaaren, für welche </> (1) noch 
gleich wird, gleichfalls verschwindet. Er ist dann noch eine lineare Function 
von zwei willkührlichen Constanten und folglich ein allgemeiner Ausdruck einer 
Function, die nur für p Punkte der Fläche T unendlich von der ersten Ord** 
nung wird. Eine Function, die für weniger als p Punkte unendlich wird, 
bildet einen speciellen Fall dieser Function ; es lassen sich daher alle Functio- 
nen, die für weniger als p~\-l Punkte der Fläche Tunendlich von der ersten 

Ordnung werden, in der Form ^—y oder in der Form -p^i wenn i/> (1) und 

w i2} zwei allenthalben endliche Integrale rationaler Functionen von s und z 
sind, darstellen. 

11. 

Eine wie T verzweigte Function z x von z, die für n x Punkte dieser 
Fläche unendlich von der ersten Ordnung wird, ist nach dem Früheren (S. 123) 

n ftj 

die Wurzel einer Gleichung von der Form G(z x , z) = und nimmt daher jeden 
Werth für n x Punkte der Fläche T an. Wenn man sich also jeden Punkt 
von T durch einen den Werth von z k in diesem Punkte geometrisch reprü- 
sentirenden Punkt einer Ebene abgebildet denkt, so bildet die Gesaramtheit 
dieser Punkte eine in der z x - Ebene allenthalben f^fach ausgebreitete und die 
Fläche T — bekanntlich in den kleinsten Theilen ähnlich — abbildende Fläche 
T|. Jedem Punkt in der einen Fläche entspricht dann ein Punkt in der an* 
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dem. Die Functionen a> oder die Integrale wie T verzweigter Functionen 
von z gehen daher, wenn man für z als unabhängig veränderliche Gröfse z L 
einfahrt, in Functionen Ober, welche in der Fläche T x allenthalben einen be- 
stimmten Werth und dieselben Unstetigkeiten haben, wie die Functionen a> in 
den entsprechenden Punkten von T, und welche folglich Integrale wie T x ver- 
zweigter Functionen von z L sind. 

Bezeichnet s t irgend eine andere wie T verzweigte Function von z, 
die für m x Punkte von T und also auch von T x unendlich von der ersten 
Ordnung wird, so findet ($. 5) zwischen s t und z x eine Gleichung von der Form 

*1 (*,*,) =0 

statt, worin F x eine Potenz efner unzerfällbaren ganzen Function von s t und 
z x ist ; nnd es lassen sich, wenn diese Potenz die erste ist, alle wie 7\ ver- 
zweigten Functionen von ? 2 , folglich alle rationalen Functionen von s und z 
rational in s x und z x ausdrücken (§. 8). 

n m 

Die Gleichung F(s,z) = kann also durch eine rationale Substitution 

in /^i(^i 9 ^i) und diese in jene transformirt werden. 

Die Gröfsengebiete (s,z) und (*i,*i) sind gleich vielfach zusammenban- 
gend, da jedem Punkte des einen ein Punkt des andern entspricht. Bezeichnet 
daher r x die Anzahl der Fälle, in welchen s x und z x für zwei verschiedene 
Punkte des Gröfsengebiets (*i, zj beide denselben Werth annehmen und folglich 

Heichxeitig F„ fg. and §£. gleich und |^^-(^.)' nicht Null 

ist, so mafs (n t — i)(m t — 1) — r^ = /i «= (n — 1)(m— 1) — r sein. 

Man betrachte nun als zu Einer Klasse gehörend alle irreductiblen 
algebraischen Gleichungen zwischen zwei veränderlichen Gröfssn, welche 
sieh durch rationale Substitutionen in einander trans/ormiren lassen, so 
dafs F(s,z) = nnd i^i(*i,2i) = zu derselben Klasse gehören, wenn sich 
für s nnd z solche rationale Functionen von s x und z t setzen lassen, dato 
F(s,z) — in jF\(*i, *i) = Obergeht und zugleich s x und z x rationale 
Functionen von s nnd z sind. 

Die rationalen Functionen von s und z bilden, als Functionen von ir- 
gend einer von ihnen £ betrachtet, ein System gleichverzweigter algebraischer 
Functionen. Auf diese Weise führt jede Gleichung offenbar zu einer Klasse 
von Systemen gleichverzweigter algebraischer Functionen, welche sich duroh 
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Einführung einer Function des Systems als unabhängig veränderlicher Gröfse 
in einander transformiren lassen und zwar alle Gleichungen Einer Klasse zu 
derselben Klasse von Systemen algebraischer Functionen, und umgekehrt 
fährt (§.11) jede Klasse von solchen Systemen, zu Einer Klasse von Glei- 
chungen. 

Ist das Gröfsengebiet ($, z) 2/;-j-lfach zusammenhangend und die 
Function £ in p Punkten desselben unendlich von der ersten Ordnung, so ist 
die Anzahl der Verzweigungswerthe der gleichverzweigten Functionen von 'C, 
welche durch die übrigen rationalen Functionen von s und z gebildet werden, 
2(p-\-p — 1), und die Anzahl der willkührlichen Conslanten in der Function £ 
2fi — p-\~l (§• 5). Diese lassen sich so bestimmen, dafs 2fi — p-\- 1 Verzwei- 
gungswerthe gegebene Werthe annehmen, wenn diese Verzweigungswerthe von 
einander unabhängige Functionen von ihnen sind; und zwar nur auf eine end- 
liche Anzahl Arten, da die Bedingungsgleichungen algebraisch sind. In jeder 

Klasse von Systemen gleich verzweigter 2/?-(~lfa c h zusammenhangender Functio- 
nen giebt es daher eine endliche Anzahl von Systemen /iwerthiger Functionen, 
in welchen 2fi — /i-J-1 Verzweigungswerthe gegebene Werthe annehmen. Wenn 
andererseits die 2{fi-\-p — 1) Verzweigungspunkte einer die £- Ebene allenthal- 
ben /rfach bedeckenden, 2/i-f-lfacb zusammenbangenden Flüche beliebig gegeben 
sind, so giebt es (§§• 3 — 5) immer ein System wie diese Flüche verzweigter 
algebraischer Functionen von £. Die 3p — 3 übrigen Verzweigungswerthe in 
jenen Systemen gleichverzweigler /twertbiger Functionen können daher be- 
liebige Werthe annehmen ; und es hüngt also eine Klasse von Systemen gleich- 
verzweigter 2/j-flfach zusammenhangender Functionen und die zu ihr gehö- 
rende Klasse algebraischer Gleichungen von 3p— 3 stetig veränderlichen Gröfsen 
ab, welche die Moduln dieser Klasse genannt werden sollen. 



Diese Bestimmung der Anzahl der Moduln einer Klasse 2/i-J-lfach 
zusammenhangender algebraischer Functionen gilt jedoch nur unter der Vor- 
aussetzung, dafs es 2u — /;-f-l Verzweigungswerthe giebt, welche von einander 
unabhängige Functionen der willkührlichen Constanten in der Function £ sind. 
Diese Voraussetzung trifft nur zu, wenn p > 1, und die Anzahl der Moduln 
ist nur dann =3/9 — 3, für p = l aber = 1. Die directe Untersuchung der- 
selben wird indefs schwierig durch die Art und Weise, wie die willkührlichen 
Constanten in £ enthalten sind. Man führe deshalb in einem Systeme gleich- 
verzweigter 2/?-}-lf*cb zusammenhangender Functionen, um die Anzahl der 
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Moduln zu bestimmen , als unabhängig veränderliche Gröfse nicht eine dieser 
Functionen, sondern ein allenthalben endliches Integral einer solchen Function ein. 
Die Werthe, welche die Function w von z innnerbalb der Fläche T 
annimmt, werden geometrisch repräsentirt durch eine einen endlichen Theil 
der w- Ebene einfach oder mehrfach bedeckende und die Fläche T f (in den 
kleinsten Theilen ähnlich) abbildende Fläche, welche durch & bezeichnet wer- 
den soll. Da w auf der positiven Seite des y im Querschnitts um die Constante 
A (v) gröfser ist, als auf der negativen, so besteht die Begrenzung von S aus 
Paaren von parallelen Curven, welche denselben Theil des T f begrenzenden 
Schnittsystems abbilden, und es wird die Ortsverschiedenheit der entsprechen- 
den Punkte in den parallelen, den v Xen Querschnitt abbildenden Begrenzungs- 
theilen von & durch die complexe Gröfse k (y) ausgedrückt. Die Anzahl der 
einfachen Verzweigungspunkte der Fläche £ ist 2p — 2, da dw in 2p — 2 
Punkten der Fläche T unendlich klein von der zweiten Ordnung wird. Die 
rationalen Functionen von s und z sind dann Functionen von w, welche für 
jeden Punkt von 5 Einen bestimmten, wo sie nicht unendlich werden, stetig 
sich ändernden Werth haben und in den entsprechenden Punkten paralleler 
Begrenzungstheile denselben Werth annehmen. Sie bilden daher ein System 
gleichverzweigter und 2/? fach periodischer Functionen von w. Es läfst sich 
nun (auf ähnlichem Wege, wie in den §§.3 — 5) zeigen, dafs, die 2p — 2 
Verzweigungspunkte und die 2p Orlsverschiedenheiten paralleler Begrenzungs- 
theile der Fläche & als willköhrlich gegeben vorausgesetzt, immer ein System 
wie diese Fläche verzweigter Functionen existirt, welche in den entsprechen- 
den Punkten paralleler Begrenznngstheile denselben Werth annehmen und also 
2/?fach periodisch sind, und die, als Functionen von einer von ihnen betrachtet, 
ein System gleichverzweigter 2/?-j-lfach zusammenhangender algebraischer 
Functionen bilden, folglich zu einer Klasse von 2/? + 1 fach zusammenhangenden 
algebraischen Functionen führen. In der That ergiebt sich nach dem DirichM- 
schen Princip, dafs in der Fläche £ eine Function von w bis auf eine additive 
Constante bestimmt ist durch die Bedingungen, im Innern von £ beliebig ge- 
gebene Unsteligkeiten von der Form wie cd in T f anzunehmen und in den 
entsprechenden Punkten paralleler Begrenzungstheile um Constanten, deren 
reeller Theil gegeben ist, verschiedene Werthe zu erhalten. Hieraus schliefst 
man, ähnlich wie im §. 5, die Möglichkeit von Functionen, welche nur in ein- 
zelnen Punkten von £ unstetig werden und in den entsprechenden Punkten 
paralleler Begrenzungstheile denselben Werth annehmen. Wird eine solche 

18* 
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Function z in n Punkten von S unendlich von der ersten Ordnung und sonst 
nicht unstetig, so nimmt sie jeden complexen Werlh in n Punkten von £ 

an; denn, wenn a eine beliebige Constante ist, so ist Jb log (* — 0), um £ 
erstreckt, = 0, da die Integration durch parallele Begrenzungstheile sich auf- 
bebt, und es wird daher z — a in £ ebenso oft unendlich klein, als unendlich 
von der ersten Ordnung. Die Werthe, welche z annimmt, werden folglich 
durch eine ober die s- Ebene allenthalben nfach ausgebreitete Fläche reprä- 
sentirt, und die übrigen ebenso verzweigten und periodischen Functionen von w 

bilden daher ein System wie diese Fläche verzweigter 2p-\-ifnch zusammen- 
hangender algebraischer Functionen von z, w. z. b. w. 

Für eine beliebig gegebene Klasse 2yt? -f-lfach zusammenhangender 
algebraischer Functionen kann man nun in dem als unabhängig veränderliche 
Gröfse einzufahrenden 

w = a l w i -\-a 2 w 2 '\- ••• -f a p w p -j-c 

die Gröfsen a so bestimmen, dafs p von den 2p Periodicitfttsmoduln gegebene 
Werthe annehmen, und c wenn p7>\ so, dafs einer von den 2p — 2 Ver- 
zweigungswerthen der periodischen Functionen von w einen gegebenen Werth 
erhält. Dadurch ist w völlig bestimmt, und also sind es auch die dp — 3 
übrigen Gröfsen, von denen die Verzweigungsart und Periodicität jener Functio- 
nen von w abhängt; und da jedweden Werthen dieser dp — 3 Gröfsen eine 

Klasse von 2/p-j-lfach zusammenbangenden algebraischen Functionen entspricht, 
so hängt eine solche von 3p — 3 unabhängig veränderlichen Gröfsen ab. 

Wenn /*=1 ist, so ist kein Verzweigungspunkt vorhanden, und es 
läfst sich in 

die Gröfse a t so bestimmen, dafs ein Periodicitätsmodul einen gegebenen 
Werth erhält, und dadurch ist der andere Periodicitätsmodul bestimmt Die 
Anzahl der Moduln einer Klasse ist also dann =1. 

Nach den obigen (im §.11 entwickelten) Principien der Transformation 
mufs man, um eine beliebig gegebene Gleichung F(s, ar) = durch eine ratio« 

nale Substitution in eine Gleichung derselben Klasse JFi(*i**i) = von mög- 
lichst niedrigem Grade zu transformiren , zuerst für z x einen rationalen Aus- 
druck in s und z, r(*, s), so bestimmen, dafs n t mögliebst klein wird, und 
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dann * t gleich einem andern rationalen Ausdrucke r>(s,z) so, dafe n^ möglichst 
klein wird und zugleich die zu einem beliebigen Werthe von z t gehörigen 
Werthe von #, nicht in Gruppen unter einander gleicher zerfallen, so dafs 

J?i(*n*i) nicht eine höhere Potenz einer unzerffillbaren Function sein kann. 

Wenn das Gröfsengebiet (s,z) 2p-\-lfach zusammenhangend ist, so ist 



der kleinste Werth, den n t annehmen kann, allgemein zu reden, 2^-y-M 

(§. 5) und die Anzahl der Fälle, in denen s x und z t für zwei verschiedene 
Punkte des Gröfsengebiets beide denselben Werth annehmen, 

= (n t — 1 )(m l — l)—p. 

In einer Klasse von algebraischen Gleichungen zwischen zwei ver- 
änderlichen Gröfsen haben demnach, wenn ihre Moduln nicht besonderen Bedin- 
gnngsgleichungen genügen, die Gleichungen niedrigsten Grades folgende Form 

für 



p = 


= 1, 


F(J, z) = 


= 0, 


r = 


= 


p = 


= 2, 


F{s t z) = 


= 0, 


r = 


= 


p = 


= 2^—3, 


F(*,*) = 


= 0, 


r- 


= (/»-*? 


p = 


= 2,«— 2, 


F(s, *) = 


= 0, 


r = 


= (A*-l)0*-3). 



Von den Coef&cienten der Potenzen von s und z in den ganzen Functio- 
nen F müssen r als lineare homogene Functionen der übrigen so bestimmt 

BF 8F 

werden, dafs -^- und -g— für r der Gleichung F=0 genügende Werthen- 

paare gleichzeitig verschwinden. Die rationalen Functionen von s und z, als 

Functionen von einer von ihnen betrachtet, stellen dann alle Systeme 2/TfTfach 
zusammenhangender algebraischer Functionen dar. 

14. 

Ich benutze nun nach Jacobi (dieses Journal Bd. 9 Nr. 32 §. 8) das 
AbeTsche Addiüonstheorem zur Integration eines Systems von Differentialglei- 
chungen; ich werde mich dabei auf das beschränken, was in dieser Abhand- 
lung später nöthig ist. 

Führt man in einem allenthalben endlichen Integrale w einer rationalen 
Function von s und z als unabhängig veränderliche Gröfse eine rationale 
Function Ton s und z, t>> ein, die für m Wer Ihenpaare von s nnd z unend- 
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m 

lieb von der ersten Ordnung wird, 50- ist -^— eine einwerthige Function von £. 

Bezeichnet man die in Werthe von w für dasselbe £ dureb u? (1) , u> (2) , . .., w (m \ 
so ist 

öt€?^> . dwW . , Ott*") 

eine einwerthige Function von £, deren Integral allenthalben endlich bleibt, 

und folglich ist auch Jd (w il) -f u>™ -\ |-t£« (m) ) allenthalben einwerthig und 

endlich, mitbin constant. Auf Ähnliche Weise findet sich, wenn co (1) , co {2 \ ..., 
o) (m) die demselben £ entsprechenden Werthe eines beliebigen Integrals cd 

einer rationalen Function von $ und « bezeichnen, /ö(cü (1) -[-a) (2) -f •••-}- ü> (m) ) 

bis auf eine additive Constante aus den Unsteligkeiten von <x> und zwar als 
Summe von einer rationalen Function und mit conslanten Coefficienten ver- 
sehenen Logarithmen rationaler Functionen von £. 

Mittelst dieses Salzes lassen sich, wie jetzt gezeigt werden soll, fol- 
gende p gleichzeitige Differentialgleichungen zwischen den p\l der Gleichung 
F(s,z) = genügenden Werthenpaaren von s und z, (*m&i) 9 (*2,« 2 )? • ••>> 

3«, 3$, d*p+t 

für 71 = 1, 2, ..., /v allgemein oder vollständig (complete) integriren. 

Durch diese Differentialgleichungen sind p von den Gröfsenpaaren (s M ,z M ) 
als Functionen des einen noch übrigen völlig bestimmt, wenn für einen belie- 
bigen Werth des letzteren die Werthe der übrigen gegeben werden. Wenn 
man also diese p-\-l Gröfsenpaare als Functionen einer veränderlichen Gröfse £ 
so bestimmt, dafs sie für denselben Werth dieser Gröfse beliebig gegebene 
Anfangswerthe C*?,*!), (*2,*S)» •••* (*p+ii*pVi) annehmen und den Diffe- 
rentialgleichungen genügen, so hat man dadurch die Differentialgleichungen all- 

gemein integrirt. Nun läfst sich die Gröfse -y als einwerthige und folglich 

rationale Function von (ß,z) immer so bestimmen, dafs sie nur für alle oder 
einige von den p-\-\ Werthenpaaren (*",«£) unendlich und für diese nur un- 
endlich von der ersten Ordnung wird, da sich in dem Ausdrucke 

TT ß^t(s% zl) +*2a ß av + const. 

/ml a* ä1 

i\w Verhältnisse der Gröfsen a und (1 immer so bestimmen lassen, dafs die 
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PeriodicitÄtsmoduIn sfimmtlich werden. Es genügen dann, wenn kein ß = 
ist, den zu lösenden Differentialgleichungen die p-\-l Zweige der ^-flwerthigen 
gleichverzweiglen Functionen * und z von £, (*n*i)> (*2 1*2)1 ..., (Vh i *p+i)* 
welche für £ = die Werthe (*?,«;), («2**2)1 •••> (•Jh-h^h-i) annehmen. 
Wenn aber von den Gröfsen ß einige, etwa die p-\-l — m letzten, gleich 
werden, so werden die zu lösenden Differentialgleichungen befriedigt durch die 
m Zweige der wiwerthigen Functionen s und z von £, (* M z k \ (s 2 ,z 2 \ . .., 
(* m ,*J, welche für £=0 gleich (*J, *i'), («",«2), • • . 9 («i, «2.) werden, und 
durch conslante also ihren Anfangswerthen «£ +n ..., *|}+i gleiche Werthe der 
Gröfsen * m+l , sr m+l ; ...; j^, « p+1 . Im letzleren Falle sind von den p linearen 

homogenen Gleichungen T T* (g* V jffe = für rc = 1, 2, . . ., // zwischen 

/"=! 02(8 fit z p) 

ds ft 
dz 

den Gröfsen ~ #<v " ^ />-f-l — wi eine Folge der übrigen; es ergeben sich 

ds M 

hieraus p-\-\ — m Bedingungsgleichungen, welche, damit dieser Fall eintritt, 
zwischen den Functionen (*i,£i), ..., (s m ,z m ) und also auch zwischen ihren 
Anfangswerthen (*i,*i), ..., (s li m >*m) erfüllt sein müssen, und es können daher 
von diesen, wie oben (§. 5) gefunden, nur 2m — p — 1 beliebig gegeben werden. 

IS. 

Es sei nun f ' Qpl* .? -hconst, durch das Innere von T f integrirt, 

ds 
gleich w n und der Periodicilätsmodul von w n für den vten Querschnitt gleich 
k ( „\ so dflfs sich die Functionen t0 19 tt> 2 , ..., tv p des Gröfsenpaars (s, z) beim 
Uebertrilt des Punkts (s, z) von der negativen auf die positive Seite des rten 

Querschnitts gleichzeitig um k[ y \ k[ y \ . .., k™ Andern. Zur Abkürzung mag 
ein System von p Gröfsen (&u6 2 ,...,ft p ) einem andern (a t ,a 2 , ...,a p ) con- 
gruent nach 2p Systemen zusammengehöriger Moduln genannt werden, 
wenn es aus ihm durch gleichzeitige Aenderungen sfimmtlicher Gröfsen um 
zusammengehörige Moduln erhalten werden kann. Ist der Modul der nten 
Grobe im vlen Systeme =k%\ so heilst demnach 

(Äi,6 2 ,...,ft p ) == (4,4»,...,^), 

wenn b n = a„-f ^ ^r** f fl r rc = 1, 2, . . ,, p and f/ii, m*, . . ., nhp ganze 
Zahlen sind. 
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Da sich p beliebige Gröfsen a x , a 7 , . . . , a p immer und nur auf eine 

Weise in die Form a n = JS Syk™ setxen lassen, so dafs die 2 p Gröfsen £ 

reell sind, und durch Aenderung dieser Gröfsen £ um ganze Zahlen alle con- 
gruenten Systeme und nur diese sich ergeben, so erhält man aus jeder Reibe 
congruenter Systeme eins und nur eins, wenn man in diesen Ausdrücken jede 
Gröfse S alle Werthe von einem beliebigen Werthe bis zu einem um 1 grö- 
fseren, einen der beiden Grenzwertbe eingeschlossen, stetig durchlaufen Ififst. 
Dieses festgesetzt, folgt aus den obigen Differentialgleichungen oder 

aus den p Gleichungen 2 dw% } = fflr n = l, 2, ..., p durch Integration 

.(-Ei^, JEttf\ . . ., Zw?) = (*,, *,..., c,) % 
worin e t% e% % ..., c p constante von den Werthen (j°, *°) abhängige Gröfsen sind. 

16. 

Drückt man £ als Quotienten zweier ganzen Functionen von s und z, — , 
ms, so sind die Gröfsenpaare (^i,*i), . .., (* m i*m) die gemeinschaftlichen 
Wurzeln der Gleichungen jF=0 und %- = £. Da die ganze Function 

x — £v =*f{*>*) 

für alle Werthenpaare, fflr welche % und y gleichzeitig verschwinden, eben- 
falls, was auch £ sei, verschwindet, so können die Gröfsenpaare (*i,*i), ..., 
(e m ,z m ) auch definirt werden als gemeinschaftliche Wurzeln der Gleichung F=0 
und einer Gleichung /*(*,?) = (), deren Coefficienlen so sich ändern, dafs 
alle übrigen gemeinschaftlichen Wurzeln constant bleiben. Wenn **</>-fl, 
kann £ in der Form ~_ dargestellt werden (§. 10) und f in der Form 

Die allgemeinsten Werthe der den p Gleichungen , 

Sdw^ f) = fflr n = l, 2, ...,p 

ftmi 

genügenden Functionenpaare (* t , * A ), • ••? (* p > * P ) werden daher gebildet durch 
p gemeinschaftliche Wurzeln der Gleichungen F= und <p = 0, welche so 
sich Andern, dafs die übrigen gemeinschaftlichen Wurzeln constant bleiben. 
Hieraus folgt leicht der später nöthige Satz, dafs die Aufgabe, p — 1 von den 
2p— 2 Gröfsenpaaren (* n *j), ..., (s 7p _ 2 ^z 2p ^ 2 ) als Functionen der p—i flbri- 

gen so zu bestimmen, dafs die p Gleiebungen JS dw^ — fflr *=l,2,...,/> 
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erfüllt werden, völlig allgemein gelöst wird, wenn man für diese 2p — 2 Grö- 
fsenpaare die von den r Wurzeln s = y e , z = d 9 (§.6) verschiedenen ge- 
meinschaftlichen Wurzeln der Gleichungen F=0 und cp = oder die 2p — 2 
Werthenpaare nimmt, für welche dw unendlich klein von der zweiten Ordnung 
wird, und dafs diese Aufgabe daher nur eine Lösung zuläfst. Solche Gröfsen- 
paare sollen durch die Gleichung <p = verknüpft heifsen. In Folge der 

2p— 2 % 2p— 2 2p— 2 2p-2 

Gleichungen Zdw { £' = wird (2u>r, 2 w?\ ..., Zutf), die Summen 

i ii i 

Aber solche Gröfsenpaare ausgedehnt, congruent einem constanten Gröfsen- 
systeme (c k , c 2 , . .., <: p ), worin c n nur von der additiven Constante in der 
Function w n oder dem Anfangswerthe des sie ausdrückenden Integrals abhängt. 

Zweite Abtlieilung« 

17. 

Für die ferneren Untersuchungen über Integrale von algebraischen, 



2p -f-lfach zusammenhangenden Functionen ist die Betrachtung einer pheb un- 
endlichen #- Reihe von grofsem Nutzen, d. b. einer pheh unendlichen Reihe, 
in welcher der Logarithmus des allgemeinen Gliedes eine ganze Function zwei- 
ten Grades der Stellenzeiger ist. Es sei in dieser Function für ein Glied, 
dessen Stellenzeiger J9i 19 Wj, . .., m p 'sind, der Coefficient des Quadrats m\ 
gleich a^p, des doppelten Products m^m^ gleich a^^-^a^^, der doppelten 
Gröfse m h gleich v M , und das constante Glied =0. Die Summe der Reibe, 
über alle ganzen positiven oder negativen Werthe der Gröfsen m ausgedehnt, 
werde als Function der p Gröfsen v betrachtet und durch &(v t , v 2 , . . ., v p ) 
bezeichnet, so dafs 



(1.) #(*, v 2 «,,) = (!)%(?) **• w+»f *-* , 

worin die Summationen im Exponenten sich auf fi und fi', die fiufseren Sum- 
mationen auf m n fw 2 , . .., m p beziehen. Damit diese Reihe convergirt, mufs 

der reelle Theil von \JSja MtfA ,m M m ßt wesentlich negativ sein oder, als eine 

Summe von positiven oder negativen Quadraten reeller linearer von einander 
unabhängiger Functionen der Gröfsen m dargestellt, aus p negativen Quadraten 
zusammengesetzt sein. 

Die Function & hat die Eigenschaft, dafs es Systeme von gleichzeitigen 
Aenderungen der p Gröfsen v giebt, durch welche Iog# nur um eine lineare 
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Function der Gröfsen v geändert wird, und zwar 2p von einander unabhän- 
gige Systeme (d. h. von denen keins eine Folge der übrigen ist). Denn man 
hat, die ungeändert bleibenden Gröfsen v unter dem Functionszeichen S weg- 
lassend, für fi = 1, 2, .. ., p 

(2.) & = #(t^-f ni) und 

(3.) & = e^'+^&ipt+a^, r 2 + «2„o • • -, *p + 'W)> 
wie sich sofort ergiebt, wenn man in der Reihe für & den Stellenzeiger m m 
in m M -f 1 verwandelt, wodurch sie, während ihr Werth ungeändert bleibt, in 
den Ausdruck zur Rechten Obergeht. 

Die Function & ist durch diese Relationen und durch die Eigenschaft, 
allenthalben endlich zu bleiben, bis auf einen constanten Factor bestimmt Denn 
in Folge der letzteren Eigenschaft und der Relationen (2.) ist sie eine ein- 

werthige für endliche v endliche Function von e \ e \ ..., e p und folglich 
in eine /»fach unendliche Reihe von der Form 

mit den constanten Coefficienten A entwickelbar. Aus den Relationen (3.) 

ergiebt sich aber 

p 

folglich 

Man kann daher diese Eigenschaften der Function zu ihrer Definition 
verwenden. Die Systeme gleichzeitiger Aenderungen der Gröfsen v, durch 
welche sich log# nur um eine lineare Function von ihnen Ändert, sollen 
Systeme zusammengehöriger Periodicitätsmoduln der unabhängig verän- 
derlichen Gröfsen in dieser #- Function genannt werden. 

18. 

Ich substitaire nun für die p Gröfsen p 19 r 2 , . . ., v p p immer endlich 
bleibende Integrale ff i9 ti 2 , . .., u p rationaler Functionen einer veränderlichen 

Gröfse z und einer 2p -j-1 fach zusammenhangenden algebraischen Function s 
dieser Gröfse, und für die zusammengehörigen Periodicitätsmoduln der Gröfsen v 
zusammengehörige (d. h. an demselben Querschnitte stattfindende) Periodicitits- 
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• 

moduln dieser Integrale, so dafs log# in eine Function einer Veränderlichen * 
Obergeht, welche sich, wenn s und z nach beliebiger stetiger Aenderung von 
* den vorigen Werth wieder annehmen, um lineare Functionen der Gröfsen 
u Ändert. 

Es soll zunächst gezeigt werden, dafs eine solche Substitution für jede 
2p -j-1 fach zusammenhangende Function s möglich ist. Die Zerschneidung der 
Fläche T mufs zu diesem Zwecke so durch 2p in sich zurücklaufende Schnitte 
a M Ü2, ..., a p> & t , b 2 , . .., b p geschehen, dafs folgende Bedingungen erfallt 
werden. Wenn man t/ n tij, . .., u p so wählt, dafs der Periodicitätsmodul 
von u H an dem Schnitte a M gleich ni, an den übrigen Schnitten a gleich 
ist, und man den Periodicitätsmodul von u H an dem Schnitte b r durch a uy be- 
zeichnet, so mufs a ■ = a yt ^ und der reelle Theil von S a^^m^m^ für alle 

reellen (ganzen) Werlhe der p Gröfsen m negativ sein. 

10. 

Die Zerlegung der Fläche T werde nicht wie bisher nur durch in sich 
zurücklaufende Querschnitte, sondern folgendermafsen ausgeführt. Man mache 
zuerst einen in sich zurücklaufenden die Fläche nicht zerstückelnden Schnitt a t 
und führe dann einen Querschnitt b x von der positiven Sei'e von a t auf die 
negative zum Anfangspunkte zurück, worauf die Begrenzung aus einem Stücke 
bestehen wird. Einen dritten die Fläche nicht zerstückelnden Querschnitt kann 
man demzufolge (wenn die Fläche noch nicht einfach zusammenhangend ist) 
von einem beliebigen Punkte dieser Begrenzung bis zu einem beliebigen Be- 
grenzungspunkte, also auch zu einem früheren Punkte dieses Querschnitts 
fahren. Man thue das Letztere, so dafs dieser Querschnitt aus einer in sich 
zurücklaufenden Linie o? und einem dieser Linie voraufgehenden Theile c x be- 
steht, welcher das frühere Schnittsystem mit ihr verbindet. Den folgenden 
Querschnitt b 2 ziehe man von der positiven Seite von a^ auf die negative zum 
Anfangspunkte zurflek, worauf die Begrenzung wieder aus einem Stücke be- 
steht. Die weitere Zerschneidung kann daher, wenn nöthig, wieder durch 
zwei in demselben Punkte anfangende und endende Schnitte <h und b z und 
eine das System der Linien o? und b 2 mit ihnen verbindende Linie c 7 ge- 
schehen. Wird dieses Verfahren fortgesetzt, bis die Fläche einfach zusammen- 
hangend ist, so erhält man ein Schnittnelz, welches aus p Paaren von zwei 
in einem und demselben Punkte anfangenden und endenden Linien a x und 6 M 
112 und b 7 , ..., a p und b p besteht und aus p — 1 Linien *?,, c 7 , . ..>c p _i, 

19* 
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welche jedes Paar mit dem folgenden verbinden. Es möge c r von einem 
Punkte von h y nach einem Punkte von a K+1 gehen. Das Schnittnelz wird als 

so entstanden betrachtet, dafs der 2v — lte Querschnitt aus c,_i und der von 
dem Endpunkte von c v ^ l zu diesem zurückgezogenen Linie a y besteht, und der 
2vte durch die von der positiven auf die negative Seite von a y gezogene 
Linie b y gebildet wird. Die Begrenzung der Fläche besteht bei dieser Zer- 
sebneidung nach einer geraden Anzahl von Schnitten ans einem, nach einer 
ungeraden aus zwei Stücken. 

Ein allenthalben endliches Integral w einer rationalen Function von * 
und z nimmt dann zu beiden Seiten einer Linie c denselben Werth an. Denn 
die ganze früher entstandene Begrenzung besteht, wie bemerkt, aus einem 
Stucke und bei der Integration längs derselben von der einen Seite der Linie c 

bis auf die andere wird Jdw durch jedes früher entstandene Schnittelement 

zweimal, in entgegengesetzter Richtung, erstreckt. Eine solche Function ist 
daher in T allenthalben aufser den Linien a und b stetig. Die durch diese 
Linien zerschnittene Fläche T möge durch T" bezeichnet werden. 

20. 

Es seien nun u> M w 2 , ..., w p von einander unabhängige solche Functio- 
nen, und der Periodicitätsmodul von w M an dem Querschnitte a y gleich A™ 

und an dem Querschnitte b v gleich B%\ Es ist dann das Integal /w M dw^, 

um die Fläche T" positiv herum ausgedehnt, = 0, da die Function unter dem 
Integralzeichen allenthalben endlich ist. Bei dieser Integration wird jede der 
Linien a und b zweimal, einmal in positiver und einmal in negativer Richtung 
durchlaufen, und es mufs während jener Integration, wo sie als Begrenzung 
des positiverseits gelegenen Gebiets dient, für w H der Werth auf der positiven 
Seile oder w+, während dieser der Werth auf der negativen oder w~ ge- 
nommen werden. Es ist also dies Integral gleich der Summe aller Integrale 

/(w+ — Wp)dw /l ä durch die Linien a und b. Die Linien b fähren von der 

positiven zur negativen Seite der Linien a, und folglich die Linien a von der 
negativen zur positiven Seite der Linien b. Das Integral durch die Linie a, 

ist daher ^fA^dw^^^A^fdw^^A^B^?, und das Integral durch die 

Linie by^fB^dw^^ — BpAfl. Das Integral Jwdw^,, um die Fliehe 
T" positiv herum erstreckt, ist also *=s2(A<pB$— &*!*?), und diese Summe 
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folglich =0. Diese Gleichung gilt für je zwei von den Functionen u^, m> 2 , ..., 

w p und liefert also p f ~ Relationen zwischen deren Periodicitfitsmoduln. 

Nimmt man für die Functionen w die Functionen u oder wfiblt man 
sie so, dafs A { p für ein von fi verschiedenes v gleich und A y y) = 7ti ist, 
so gehen diese Relationen über in B^ni — B^ni — oder in «,,,,,' = *V>a'- 

21. 

Es bleibt noch zu zeigen, dafs die Gröfsen a die zweite oben nöthig 
gefundene Eigenschaft besitzen. 

Man setze w = /u,-\~vi und den Periodicitätsmodul dieser Function 
an dem Schnitte a y gleich A M = « y -{-7V« und an dem Schnitte b y gleich 

BP> = ß 9 +d 9 i. Es ist dann das Integral f((^)\(^j) *? oder 

/(^r-5 g^g^)rfT*) durch die Fläche T" gleich dem Begrenzungsintegral 

Jfjtdy um T" positiv herum erstreckt, also gleich der Summe der Integrale 

/O" 1 " — V^)dv durch die Linien a und b. Das Integral durch die Linie a y 

ist = a y J dv — a y d y , das Integral durch die Linie b r gleich ßv/dv= — ß y y y 
und folglich 

.A<£)'+(£» = %m-m- 

Diese Summe ist daher stets positiv. 

Hieraus ergiebt sich die zu beweisende Eigenschaft der Gröfsen a, wenn 
man für w setzt WitWi-ftf^-f- •••-}" u p m p . Denn es ist dann A y = m y ni, 

B 9 =*2Sm„m ß9 folglich a y stets =0 und/((g)+(^) , )rfT= -JEfty, 
= — nJSm y ß y oder gleich dem reellen Theile von — nSa^ytn^my, welcher 
also für alle reellen Werthe der Gröfsen m positiv ist. 

22. 

Setzt man nun in der #-Reihe (1.) §.16 für a^^ den Periodicitäts- 
modul der Function u M an dem Schnitt b^ und, durch e n e 2 , ..., e p beliebige 
Constanten bezeichnend, u^ — e M für v ß9 so erhält man eine in jedem Punkte 



*) Dies Integral drückt den Inhalt der Fliehe aus, welche die Gesammtheit der 
Werthe, die tv innerhalb T" annimmt, auf der w- Ebene repräsentirt. 



i 
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von T eindeutig bestimmte Function von z, 

*(*i — *n Vi — **, ..., u P — e P )i 
welche aufser den Linien b stetig und endlich und auf der positiven Seite der 

Linie b y {e y * )mal so grofs, als auf der negativen, ist, wenn man den 
Functionen u in den Linien b selbst den Mittelwerth von den Werthen zu 
beiden Seiten beilegt. Für wie viele Punkte von T' oder Werlhenpaare von 
s und z diese Function unendlich klein von der ersten Ordnung wird, kann 

durch Betrachtung des Begrenzungsintegrals Jd log #v um T 1 positiv herum 

erstreckt, gefunden werden; denn dieses Integral ist gleich der Anzahl dieser 
Punkte multiplicirt mit 2ni. Andererseits ist dies Integral gleich der Summe 

der Integrale l{d log S*—A log &~) durch sämmtliche Schnittlinien a, b und e. 
Die Integrale durch die Linien a und c sind = 0, das Integral durch b r aber 

gleich —2/dv y = 27ii, die Summe aller also = p2ni. Die Function & wird 

daher unendlich klein von der ersten Ordnung in p Punkten der Fläcbe T', 
welche durch ij M i? 2 , ..., r\ p bezeichnet werden mögen. 

Durch einen positiven Umlauf des Punktes («, z) um einen dieser Punkte 
wächst Iog# um 2ni, durch einen positiven Umlauf um das Schnittepaar a r und 
b r um — 2ni. Um daher die Function log# allenthalben eindeutig zu be- 
stimmen, fOhre man von jedem Punkte rj einen Schnitt durch das Innere nach 
je einem Linienpaar, von 17, den Schnitt l v nach a y und b y , und zwar nach 
ihrem gemeinschaftlichen Anfangs- und Endpunkte, und nehme in der dadurch 
entstandenen Fläche T* die Function allenthalben stelig an. Sie ist dann auf 
der positiven Seite der Linien /um — 2ni, auf der positiven Seite der Linie 
a y um g v 2ni und auf der positiven Seite der Linie b y um — 2(t*„ — e ¥ ) — A v 2m 
gröfser, als auf der negativen, wenn g v und h ¥ ganze Zahlen bezeichnen. 

Die Lage der Punkte ij und die Werthe der Zahlen g und A hangen 
von den Gröfsen e ab, und diese Abhängigkeit läfst sich auf folgendem Wege 

näher bestimmen. Das Integral / log & du M , um T* positiv herum erstreckt, 
ist =0, da die Function Iog# in T* stetig bleibt. Dieses Integral ist aber auch 

gleich der Summe der Integrale / (log & + — log &~)du a durch sämmtliche 
Schnittlinien /, a, b und c und findet sich, wenn man den Werth von u u im 
Punkte r\ v durch a™ bezeichnet, == 27ii(J^a^ ) 4-Ä Ä 7ii-^JS , y,,a Kjll — ^^Ap«), 
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worin k u von den Gröfsen e, g, h und der Lage der Punkte rj unabhängig 
ist. Dieser Ausdruck ist also =0. 

Die Gröfse k u hängt von der Wahl der Function u^ ab, welche durch 
die Bedingung, an dem Schnitte a^ den Periodicitätsmodui ni, an den übrigen 
Schnitten a den Periodicitätsmodui anzunehmen, nur bis auf eine additive 
Constanle bestimmt ist. Nimmt man für u H eine um die Constante c^ gröfsere 
Function und zugleich e M um c M gröfser, so bleiben die Function & und folg- 
lich die Punkte r\ und die Gröfsen g, h ungeändert, der Werth von u M im 
Punkte t] y aber wird a^'-f c^. Es geht daher k M in k^ — (p — \)c fl ober 

und verschwindet, wenn c M — * genommen wird. 

Man kann folglich, wie für die Folge geschehen soll, die additiven Con- 
stanten in den Functionen u oder die Anfangswerthe in den sie ausdrücken- 
den Integralen so bestimmen, dafs man durch die Substitution von u H — JEafc* 
für v M in log#(t?i, . . ., v p ) eine Function erhält, welche in den Punkten r\ 
logarithmisch unendlich wird und, durch T* stelig fortgesetzt, auf der posi- 
tiven Seite der Linien / um — 2ni, der Linien a um und der Linie b y 

p 

um — 2{u y — 2cty') gröfser wird, als auf der negativen* Zur Bestimmung 

i 

dieser Anfangswerthe werden sich später leichlere Mittel darbieten, als der 
obige Integralausdruck für k fl . 



23. 



Setzt man (ti n w 2 , . ..* u p )~(a[ p \ <4 P \ ..., a p p) ) nach den 2p Modul- 
systemen der Functionen u (§.15), also 

(*„ r 2 , . . ., v p ) = (-5a« -2 l a { ;\ . . ., -?< } ), 

i i i 

so wird # = 0. Wird umgekehrt #=0 für Vp = r M9 so ist (r x ^r 2 ^ ...,r p ) 

einem Gröfsensysteme von der Form ( — JSa^ — Sai r \ .. ., — -2"a£ K) ) con- 

gruent. Denn setzt man v M — u M — a*/* -f *V > indem man r\ p beliebig wählt, 
so wird die Function & außer in rj p noch in p — 1 andern Punkten unendlich 
klein von der ersten Ordnung, und bezeichnet man diese durch ij n i/j, ..., i7 P _ M 

so ist (— P Ztf\ — P 2<£\ ..., — 5«5T } ) = (r n r„ ..., r p ). 

11 1 

Die Function $ bleibt ungeändert, wenn man sämmtliche Gröfsen v 
in's Entgegengesetzte verwandelt; 'denn verwandelt man in der Reihe für 
t^(t7 i9 r 2 , ..., v p ) sämmtliche Indices m in's Entgegengesetzte, wodurch der 
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Werth der Reibe un geändert bleibt, da — m y dieselben Werthe wie m ¥ durch- 
lauft, so geht £(t?i,t>2 9 ..., r />) ö ^ er m #( — r n — r 2 ,...,— r p ). 

Nimmt man nun die Punkte 17,, 9729 • ••* *?p_i beliebig an, so wird 

Ar CCj , • • • , ~~" -fc 
1 1 

P" 1 r^ P -1 

ifth SM s«y> :?^ 

p— 1 Punkte rj p , rj^^ . .., *7 2p _ 2 so bestimmen, dafs 



&(— 2o%\..^ — -2'a^ ) ) = und folglich, da die Function & wie eben be- 

p- * #> 1 p~* r 1 

merkt gerade ist, auch &(2ai , ..., 2cr p r) ) = 0. Es lassen sich also die 

1 1 



und folglich 



(2a':\...,2a c ; ) ) = (-2a i ;\...,-2a?) 
1 1 p p 



2p-2 2p-2 



M V ~<*) 



(^ffl r| ,...,^<')s(0,0,...,0) 
ist. Die Lage der /1 — 1 letzten Punkte hfingt dann von der Lage der p — 1 

2p— 2 

ersten so ab, dafs bei beliebiger stetiger Aenderung derselben 2 da™ = fttr 

1 

tt = 1, 2, ..., p, und folglich sind (§.16) die Punkte 17 solche 2p— 2 Punkte, 
für welche ein dw unendlich klein von der zweiten Ordnung wird, oder wenn 
man den Werth des Gröfsenpaars (s,z) im Punkte rj y durch (o y ,£v) bezeich- 
net, so sind (0 19 £i), ..., (<V-2 * £2^-2) durch die Gleichung <p = verknüpfte 
Werthenpaare (§. 16). 

Bei den hier gewählten Anfang $w er then der Integrale u wird also 

( p 2u { :\ . . . , 2 £ 2 < } ) = (o, 0, . . . , o) 

wenn die Summationen über sämmtliche von den Gröfsenpaaren iy^S Q ) 
(§. 6.) verschiedene gemeinschaftliche Wurzeln der Gleichung F ~ 
und der Gleichung tf^-f c 2 y 2 4" •••4"* ? p9V = erstreckt werden, wobei 
die Constanten Gröfsen c beliebig sind. 

Sind * 19 * 2 , ..., s m m Punkte, für welche eine rationale Function I von s 
und z, die mmal unendlich von d«r ersten Ordnung wird, denselben Werth 
annimmt, und u ( &, s h , z M die Werthe von u„,s,z im Punkte ^, so ist (§. 15) 

(2u^^2u^'^..^2u^ t) ) congruent einem conslanten, d. h. vom Werthe der 
1 1 1 

Gröfse f unabhängigen Gröfsensysteme (dj,^,...,^), und es kann dann für 
jede beliebige Lage eines Punktes « die Lage der übrigen so bestimmt wer- 
den, dafs (Su^t ...i2u { f } ) = (b l9 ...,b p ). Man kann daher, wenn m — p, 




14. B. Riemann, Theorie der Abel 'sehen Functionen. 149 



p—m p—m 

für jede beliebige Lage des Punkts (s,z) und der p — m Punkte 17 auf die 

Form (— 2Ea\ , ..., — Sa p ) bringen, indem man einen der Punkte « mit 
1 1 

(s,z) zusammenfallen lfifst, und folglich ist 

p~wt f ~ p— ni 

#(«!- 2c!? — b„ ...,«„— 2eP — b ß ) 
1 1 

für jedwede Werlhe des Gröfsenpaars («, «) and der /» — m Gröfsenpaare 

(<*„>£,) gleich 0. 

24. 

Aus der Untersuchung des §. 22 folgt als Corollar, dafs ein beliebig 

gegebenes Gröfsensystem (6| ,...,£,) immer einem und nur einem Gröfsen- 

p p 

Systeme von der Form (J£a[ r) ,..., JEcfc*) congruent ist, wenn die Function 

1 1 

&(u l — *i,...,t* p — e p ) nicht identisch verschwindet; denn es müssen dann 
die Punkte r\ die p Punkte sein, für welche diese Function wird. Wenn 
aber #(t/f } — * n ..., u ( f — e p ) för jeden Werth von (s p , z p ) verschwindet, 

solflfstsich (tii rt -i ?1 ,.. M tt^ ) -0=(— Sfi ( ; } ,...,— 5h") setzen (§.23), 

1 1 

und es lassen sich also för jeden Werth des Gröfsenpaars (s p) z p ) die Grö- 
fsenpaare (s L , zj, . . . , (s p ^. t , z p ^) so bestimmen, dafs 

(lti<*\...,l< } ) = (*,...,#„) 
1 1 

p 

nnd folglich, bei stetiger Aenderung von (s p , z p ), Sd u^ = ist für 

*i= 1,2, ...,/*. Die /? Gröfsenpaare fo,,*,) sind daher p von den Gröfsen- 
paaren (/^,^ e ) verschiedene Wurzeln einer Gleichung y = 0, deren Coeffi- 
cienten so ,sich ändern, dafs die übrigen p — 2 Wurzeln constant bleiben. 
Bezeichnet man die Werthe von u n fQr diese p — 2 Werthenpaare von s 

2p— 2 2p— 1 

und z durch t# +1 >, *<r 2) , . . . , i#- f , so ist ( 2 u[ y \ . . . , -£ fi<* } ) = (0,0,...,0) 

1 1 

2p -2 2p— 2 

und folglich (e x , . . . , e p ) = (— -Z* uj , . . . , — -2T ti* r) ). Umgekehrt ist, wenn 
diese Congruenz stattfindet, 

*(ü? } -e n ...,u^-e p ) = »(^u[ v \ . . . , ^< } ) = 0- 

p p 
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Ein beliebig gegebenes Gröfsensyslem (e v , . . . , e p ) ist also nur einem 

Gröfsensysteme von der Form (-2a|"\ ...,-Zai r) ) congruent, wenn es nicht 

i i 

einem Gröfsensysteme von der Form (— Satf ,...,— -^«» ) congruent 

i i 

ttf, find unendlich vielen, wenn dieses stattfindet. 

t i i i 

so ist & eine ganz ähnliche Function wie von (s f z) auch von jedem der p 

Gröfsenpaare (a M ,^). Diese Function von (o M ,^) wird =0 für das Wer- 

thenpaar (s,z) und für die den übrigen p — 1 Gröfsenpaaren (a,£) durch die 

Gleichung cp = verknüpften p — 1 Punkte. Denn bezeichnet man den Werth 

von u n in diesen Punkten mit fl£\ /5£ } , ..., /?£"*, so ist 

(2,a x ,.. M 2a ) = (tti — -i/5i ,...,a p —^p P ) 
ii i i 

und folglich #=0, wenn fy mit einem dieser Punkte oder mit dem Punkte 
{s,z) zusammenfällt. 

25. 

Aus den bisher entwickelten Eigenschaften der Function & ergiebt sich 
der Ausdruck von log# durch Integrale algebraischer Functionen von (*>*), 

Die Gröfse log#(u[ 2) — £a[^\...)- \og&(u[ l) — la^, ...) ist, als 

i i 

Function von (o u , £ u ) betrachtet, eine Function von der Lage des Punkts ff M , 

welche im Punkte £ r , wie — log(^ — #0, im Punkte %, wie Iog(^ — «2) 

unstetig wird und auf der positiven Seite einer von *i nach e 2 zu ziehenden 

Linie um 2m, auf der positiven Seite der Linie b y um 2(t** l) — tiJV) gröfser 

ist, als auf der negativen, auf6er den Linien b und der Verbindungslinie von e t 

und % aber allenthalben stetig bleibt. Bezeichnet nun 76^^,^) irgend eine 

Function von (^,^), welche aufser den Linien b ebenso uns.tetig ist und 

auf der einen Seite einer solchen Linie ebenfalls um eine Conslante gröfser 

ist, als auf der andern, so unterscheidet sie sich (§.3) von dieser nur um 

p 
eine von (o,,,^) unabhängige Gröfse, und folglich ist sie von J5 , n^ > (6 1 , «,) 

nur um eine von sämmtlichen Gröfsen (a, £) unabhängige und also blofs von 
(^,2,) und (s 2 ^z 2 ) abhängende Gröfse verschieden. n^\s lti € 2 ) drückt den 
Werth einer Function rc(«i, **) des §. 4 für (s, z) = (cr /4 , ^) aus, deren Perio- 
dicitätsmodohi an den Schnitten a gleich sind. Aendert man diese Function 
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p 
um die Conslante c, so ändert sich JPtt^^ , * 2 ) um /"?; man kann daher, wie 

i 

für die Folge geschehen soll, die additive Constante in der Function n(e l ^e 2 ) 
oder den Anfangswerth in dem sie darstellenden Integrale dritter Gattung 

so bestimmen, dafs log^— log* (I) = -Z l ^ ) (c 1 , e 2 ). Da & von jedem der 

Gröfsenpaare (o, £) auf ähnliche Art, wie von (s,z) abhängt, so kann die 
Aenderung von Iog#, wenn irgend eins der Gröfsenpaare ($,z), (a n ^), ..., 
( p->Cp) oine endliche Aenderung erleidet, während die übrigen constant blei- 
ben, durch eine Summe von Functionen n ausgedrückt werden. Offenbar kann 
man also, indem man nach und nach die einzelnen Gröfsenpaare (s> 2), 
(0 l9 £i), ..., (o P ,£p) ändert, log# ausdrücken durch eine Summe von Functio- 
nen *n und log#(0, 0, ...,0) oder dem Werth von log# für ein beliebiges 
anderes Werthensystem. Die Bestimmung von log#(0, 0, ...,0) als Function 
der 3p — 3 Moduln des Systems rationaler Functionen von $ und z ($.12) 
erfordert ähnliche Betrachtungen, wie sie von Jacobi in seinen Arbeiten über 
elliptische Functionen zur Bestimmung von 0(0) angewandt worden sind. Man 
kann dazu gelangen, indem man mit Hülfe der Gleichungen 

4 -z = •*— - und 2 



*•* = *!&*»> 



dßfrM dtp ^ a fi t fj/ dvpdvpf* 

wenn /i von fi' verschieden ist, die Differentialquotienten von \og& nach den 
Gröfsen a in 

aiog# 

durch Integrale algebraischer Functionen ausdrückt Für die Ausführung dieser 
Rechnung scheint jedoch eine ausführlichere Theorie der Functionen, welche 
einer linearen Differentialgleichung mit algebraischen Coefficienten genügen, 
nöthig, die ich nach den hier angewandten Principien nächstens zu liefern 
beabsichtige. 

Ist (s 2 ,z 2 ) unendlich wenig von (*i,#i) verschieden, so geht 71^, £2) 
über in dz t t{e k ) y worin t(e t ) ein Integral zweiter Gattung einer rationalen 

Function von $ und z ist, welches in e t wie - — — unstetig wird und an den 

Schnitten a den Periodicitätsmodul hat; und es ergiebt sich, dafs der 

du (l) 
Periodicitätsmodul eines solchen Integrals an dem Schnitte b y gleich 2-~- ist 

und die Integrationsconstanle sich so bestimmen läfst, dafs die Summe der 

20* 
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Werthe von /fo) für die p Werthenpaare (0| 9 £i) 9 ...j (o p >£ P ) gleich — £ — 

wird. Es ist dann — ?& — gleich der Summe' der Werthe von t{t]^) für die 

den p — 1 von (o^^ M ) verschiedenen Gröfsenpaaren (o,f) durch die Gleichung 
<p = verknüpften p—1 Werthenpaare und für das Werthenpaar (*,?), und 
man erhält für 

^3,,+i^'^ _ tu,*», 

einen Ausdruck, welchen Weierstrafs für den Fall, wenn s nur eine zwei- 
werthige Function von z ist, gegeben hat (d. J. Bd. 47 S. 300 Form. 35). 

Die Eigenschaften von 7i(e lt) e 2 ) und tfa) als Functionen von (*i,*i) 
und (* 2 )Zt) ergeben sich aus den Gleichungen 



und 



rc(*n**) = — (log^Cti^— pu l3 ...) — log&(u[ l) — /;*,,...)) 

i dlog&(u™- P u t ,...) 



P d*i ' 

welche in den obigen Ausdrücken für Jog# (l) — log# (l) und — £ — als spe- 
cielle Fülle enthalten sind. 

26. 

Es soll jetzt die Aufgabe behandelt werden, algebraische Functionen von 
z als Quotienten zweier Producle von gleichvielen Functionen &(u k — *!,...) 
und Potenzen der Gröfsen e u darzustellen. 

Ein solcher Ausdruck erlangt bei den Uebergängen von (s, z) über die 
Querschnitte constante Factoren, und diese müssen Wurzeln der Einheit sein, 
wenn er algebraisch von z abhangen und also bei stetiger Fortsetzung für 
dasselbe z nur eine endliche Anzahl von Werthen annehmen soll. Sind alle 
diese Factoren ute Wurzeln der Einheit, so ist die fite Potenz des Ausdrucks 
oine einwerthige und folglich rationale Function von s und z. 

Umgekehrt läfst sich leicht zeigen, dafs jede algebraische Function r 
von z, die innerhalb der ganzen Fläche T' stetig forlgesetzt, allenthalben nur 
einen bestimmten Werth annimmt und beim Ueberschreiten eines Querschnitts 
einen conslanten Factor erlangt, sich auf mannigfaltige Art als Quotient zweier 
Producte von #- Functionen und Potenzen der Göfsen e u ausdrücken läfst. 
Man bezeichne einen Werth von u^ für r = oo durch ß und für r = 
durch y m und nehme logr, indem man von jedem Punkte, wo r unendlich von 
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der ersten Ordnung wird, nach je einem Punkte, wo r unendlich klein von der 
ersten Ordnung wird, eine Linie durch das Innere von 7" zieht, aufser diesen 
Linien in 2" allenthalben stetig an. Ist dann logr auf der positiven Seite der 
Linie a y um <f v 2ni und auf der positiven Seite der Linie b v um — hjint 
gröfser, als auf der negativen, so ergiebt sich durch die Betrachtung des Be- 
grenzungsintegrals /\ogrdu u 

für <u = l, 2, . .., p, worin g y und h v nach dem oben Bemerkten rationale 
Zahlen sein müssen und die Summen auf der linken Seite der Gleichung über 
sämmtliche Punkte, wo r unendlich klein oder unendlich grofs von der ersten 
Ordnung wird, auszudehnen sind, indem man einen Punkt, wo r unendlich 
klein oder unendlich grofs von einer höheren Ordnung wird, als aus mehreren 
solchen Punkten bestehend betrachtet (§. 2). Wenn diese Punkte bis auf p 
gegeben sind, so lassen sich diese p immer und allgemein zu reden nur auf 
eine Weise so bestimmen, dafs die 2p Factoren €* v n \ e~ y ' gegebene 
Werthe annehmen ($§.15,24). 

Wenn man nun in dem Ausdrucke 

P -w* F s 
-Q e 

worin P und Q Producte von gleich vielen Functionen £(!*! — 2a[ n) , ...) mit 
demselben ($, z) und verschiedenen (o, £) sind, die Werlhenpaare von # und 
z y für welche r unendlich wird, für Gröfsenpaare (o/Q) in den ^-Functionen 
des Nenners und die Werlhenpaare, für welche r verschwindet, für Gröfsen- 
paare (a, £) in den #- Functionen des Zählers substituirt und die übrigen 
Gröfsenpaare (<?,£) im Nenner und im Zähler gleich annimmt, so stimmt der 
Logarithme dieses Ausdrucks in Bezug auf die Unstetigkeiten im Innern von 
T' mit logr überein und ändert sich beim Ueberschreiten der Linien a und b, 
wie logr, nur um rein imaginäre längs diesen Linien constante Gröfsen; er 
unterscheidet sich also von logr nach dem Di richtet' sehen Princip nur um 
eine Constante und der Ausdruck selbst von r nur durch einen constanten 
Factor. Bei dieser Substitution darf selbstredend keine der #- Functionen 
identisch, für jeden Werth von z, verschwinden. Dieses würde geschehen 
(§•^3), wenn sämmtliche Werlhenpaare, für welche eine einwerthige Function 
von (s,z) verschwindet, für Gröfsenpaare (a, £) in einer und derselben &- 
Function substituirt würden. 



154 '4. B. Riemann, Theorie der Ab eV sehen Functionen. 

SW. 
Als Quotient zweier #- Functionen, multiplicirt mit Potenzen der Gro- 
ben e u , läfst sich demnach eine einwerthige oder rationale Function von ($, z) 
nicht darstellen. Alle Functionen r aber, die für dasselbe Werthenpaar von 
s und z mehrere Werthe annehmen und nur für p oder weniger Werthen- 
paare unendlich von der ersten Ordnung werden, sind in dieser Form dar- 
stellbar und umfassen alle in dieser Form darstellbaren algebraischen Functionen 
von z. Man erhält, abgesehen von einem constanten Factor, jede und jede 
nur einmal, wenn man in 



&(v n . .., v p ) 



e y 



für h v und g y rationale Achte Brüche und u y — 25 äff* für v y setzt. 

Diese Gröfse ist zugleich eine algebraische Function von jeder der 
Gröfsen £ und die (im vor. §.) entwickelten Principien reichen völlig hin, 
um sie durch die Gröfsen z, £ 1$ •••* X> P algebraisch auszudrücken. 

In der Thal: Als Function von ($,z) nimmt sie, durch die ganze 
Fläche T' stetig fortgesetzt, allenthalben einen bestimmten Werth an, wird 
unendlich von der ersten Ordnung für die Werthenpaare (tfi,£i), ..., (o P ,£ p ) 
und erlangt an dem Schnitte a v beim Uebergange von der positiven zur ne- 

gativen Seite den Factor e 9y n% , an dem Schnitte b y den Factor e"~ r n% ; und 
jede andere dieselben Bedingungen erfüllende Function von ($, z) unterscheidet 
sich von ihr nur durch einen von (s, z) unabhängigen Factor. Als Function 
von (o M , £ M ) nimmt sie, durch die ganze Fläche T f stetig fortgesetzt, allent- 
halben einen bestimmten Werth an, wird unendlich von der ersten Ordnung 
für das Werthenpaar (s,z) und für die den übrigen p — 1 Gröfsenpaaren (ff, £) 

durch die Gleichung y = verknüpften p— 1 Werthenpaare (a^,^), •.., 
(<^ü!ivS^i) und erlangt an dem Schnitte a y den Factor e~~ 9y ~ m , an dem 

Schnitte b y den Factor e y */ und jede andere dieselben Bedingungen erfül- 
lende Function von (<r /l> ^) unterscheidet sich von ihr nur durch einen von 
(<?/<> £/*) unabhängigen Factor. Bestimmt man also eine algebraische Function 
von z, £ n ..., £, 

f(k*> *) J (^it &)i • • • > (Pr> Cp)) 
so, dafs sie als Function von jeder dieser Gröfsen dieselben Eigenschaften 
besitzt, so unterscheidet sie sich von dieser nur durch einen von sämmtlichen 
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Gröfsen z, J 2 , . .., £ p unabhängigen Factor und wird also — Af, wenn A 
diesen Factor bezeichnet Um diesen Factor zu bestimmen, drücke man in f die 

von (<*„, £ M ) verschiedenen Gröfsenpaare (o,£) durch (d? ,?? ), ..., {o^l^ SJf^J 
aus, wodurch er in 

j«ff„,t>; <•,«>, {tf&h ...» («Ä,Ci)) 

übergehe; offenbar erhält man dann den inversen Werth der darzustellenden 
Function und also einen Ausdruck, welcher = -j-j? sein mufs, wenn man in 
Ag für (#,,,£«) das Gröfsenpaar (#,2) und für die Gröfsenpaare (s, s), 

(^i M \ Si^)» • • -i (0J£?i9 ^>-i) Ji© Werthenpaare von (*, *) subsütuirt, fflr welche 
die darzustellende Function und also f=0 wird. Hieraus ergiebt sich A* 
und also A bis auf das Vorzeichen, welches durch directe Betrachtung der 
«^-Reihen in dem darzustellenden Ausdrucke gefunden werden kann. 

Göltingen, 1857. 
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15. 

Deuxieme note sur une formule pour la reversion 

des series. 

(Pour faire suite a la note t. LH, p. 276.) 

(Par M. Cayley.) 



Je me propose de montrer, dans cette deuxieme note, de quelle 
maniere le theoreme de Jacobi conduit ä une formule donnee sans dämon- 
stration par M. Sylvester dans son memoire intitule „on tbe change of Systems 
of independent variables" Quarterly Math. Journal t.I, pag.42 ä 56 et 126 a 134. 
Pour fixer les idees je prends le cas de trois variables, et je suppose que 
f(x, y, z) soit une fonction rationneile et enliere de x, y, z, et que ces va- 
riables soient donnees en fonction de u, v, w au moyen des equalions u = X, 
v=Y, w = Z, oxi X, Y, Z sont des fonclions ralionnelies et entieres de 
x, y, z. Mais ces fonctions ne sont plus assujeties a la condition (admise 
dans ma premiere note) d'ölre telles que X—x, Y—y, Z — z ne contiennent 
que les puissances et les produits du deuxieme ordre et des ordres superieurs 
des variables, et il s'agit de determiner dans le cas göneral le developpement 
de f(x, y, z) en termes de u, v, w. 

Pour resoudre ce probleme j'ecris 

X = Aoo* + 4noy + 4*>iH \'A figyh x f y*z h -\-e\c. 

Y = B m x^B m y^B m Z'\- — -fÄ,,/,* *' y y ** + etc. 

Z = C m x + C m y + C m z + --.-\-C hmhu x l y" z« + eto. 

dans ces expressions et partout dans la suite les etc. repr&enlent des termes 
qu'on obtient en donnant des accenls en nombre quelconque aux symboles 
indelermines. Je dois faire observer relativemenl au coefficient Af ifrth et aux 
coefficients semblables, que les termes qui correspondent ä f-\-g-\-h = i sont 
ecrils a part; on dort donc prendre pour les nombres f\ g, h seulemenl les 
valeurs qui rendent f-\-g-\-A^>l. 
Je pose 

x = Axw x -j- ^oio X t *"<»i * 

y' = B 100 x + Bony + BmZ 

*' = Cioo^ + Coioy -\-Cvai* 
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et en representant par 



la matrice inverse de 





^1(JÜ 


^10ü 


C IW 




0J1U 


*<)lü 


^ÜM) 




flnui 


*Wl 


0(JU1 


-^1ÜÜ 


-«010 


-^ÜÜl 


#100 


■#011) 


"üül 


^100 


^010 


^Üül 



on obtient les 6qualions 

y = floiü^ r + *üiür f + c üiü^ 

II est presque superfla de faire observer qu'en representant par V le d£- 
terminant 

«"KJU -4*10 -"ÜUi 

Biiiti Bi 



r lUO 



'iüü 



F ÜUÜ 



'010 



um 



'Uli 



on a 



Ä lüü — 



1 dV 



v *A 



flow — 



1 dV 



00 



v <*Ai 



etc. 



A preseot, en supposant cbacone des quantites u', v', u>' egale a ssero, 
on a le Systeme d'equations 

= 0, v— F=0, w — Z = 

= 0, p'-F' = 0, *>'-Z'<=0 






on 



JE 
F 
Z 

X' 
y 

Z' 



= x'...-|-^ >Ä a/>*« A -f etc. 
= y •• • -j- Ä u » ** y' ** -f elc - 
= 8'."+C,, m , I ,*y"*'4-etc. 

= y ~*" ^uu) * — Ootoy ~~ Cm«* 

= * — o^x'—b^y—CaaZ' 

et comate auparavant 

j\x, y,z) — \- 6 P> Q^afyQz* -f etc. 

Or, en appliquant a ce nouveau Systeme la formule de Jacobi, et en remar- 
quant qu'il est permis de poser tont de suite «'=0, »'=0, a>' = 0, cette 
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formule donne 

r f , , d(X,r,z,jr,r',z') i i 

L' vJr ' y* *' d (x, y, z, x J , /, z' ) (ä—u)( r—v) (Z— t0 ) X' r» zi-ywv-v-' 

equalion dans laquelle on doit d'abord developper le demier facteur de Fex- 
pression renfermee enlre crochets suivant les puissances ascendantes de *, 
v, w, et ensuite developper les puissances de X, Y, Z, X f , Y', Z' suivant 
les puissances descendantes de x', y', z', x, y, z respectivement. On ob- 
tient ainsi 

coeff. de tt r 1 ' uf dans le developpement de f(x, y, z) 

— |/1*>J,*; d[x ß y,z,jr,/,z'i X*+ l Y h + l Z°+ l X' Y'Z' Iry '«"VY" v -1 
ou ce qoi est ia möme chose 

coeff. de v*v b w c dans le developpement de f(x,y,*) — 

[b(—Lx-', — i r-s — iz-% log x; io 8 Y> t \o&rj\ 
K x * r> %) B(?,y,z, *>,?,*) J*v vv-y-v-» 

Or, en posant /7a = 1.2.3... a etc., le terme general de X~* est 

( -i r » yj; r - 1 ) i' h etc. ^ x*y G z B 

v ' IIa IIa eic. '*& n J 

on 

a-J-etc. = r, /a -f etc. = F, ga-\- etc. = C, Äa-f etc - = ft 

de möme le terme general de — -g- Y~ est 

( _! v-i^^l) fi * lc y-*-^ K 
v ' JlbJT/Jetc. ,,7 >* ^ ^ 

OU 

/i-f etc. = s, iß+ etc. = I, jß+ etc. = J, */?+ etc. = £ 
et le terme general de — — Z c est 

• (-!)«-* ° (c j:'""^ fi y m>w etc. %'—*x L y M z N 
K ' JTcJIyetc. I,m > J 

ou 

y-fetc. = *, ty -f etc. = 1/, my -}- etc. = M , ny -f etc. == M. 

Le terme general du developpement de logJT est 

~ wnwnt**» w m x y z 
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et je fais observer que pour tenir compte du terme logw qae contient log JT, 
il suffit d'attribuer a a!, d', /', r' les valeurs ce' = <?' = i' = r' = 0. En effet 
on n'a besoin que des coefficients differentiels de log JP/ et, en gardant pour 
le raoment r' au Heu de zero, le terme dont il s'agit sera — I7(r' — l)x" H , 
ce qni differentie par rapport ä x donne IIr'x~ r '~ l . En faisant r' = cela 

devient — , ce qui est en effet la valeur du coefficient differentiel de loga? par 
rapport a x. 

De möme le terme general de log Y 1 est 



JI(*'— i) 



«mü*i 



ou 



npm'ntf 

s' = (? + *' + *', 

et le terme general de logZ' est 



f r* v-^ fr'? v /f/ *'*' 



n(t'—i) y , * i' „ /y , , c , o, 
— nynpnv l ^ 



on 



Donc, en formant le terme general da Jacobien et en multipliant par le terme 
general de f(x, y, «), on obtient pour le terme göneral de Fexpression placee 
entre crochets la valeur suivante 

,_, Y+t + t n(*+r-i)n(b+*-i)n(c+t-i) nir'-i) m*-\) n(t>-i) 

*■ ■ ' naJIbJIcJIaetc.il/Jetc.ilyetc. JI«' Ild 'milß'IWIbt 11/ ül? IW 

X A} t gf h etc. B ß itj) k etc. CJ >mt n etc. a iW b m c llu q m b im <&,, fl«,i *«ii e m 

w ^F+Z+i+P-r'-I y G+J+M+ Q-t*-l ^B+X+y+R-i'—l x >-»r-r+mf+ßr+y—l yt-b-i+f+f+C'-t 

X g'-o-f-tV+Ji'+i'— 1 

oü le factear 12 represente le determinant numerique suivant 



i2 



/ 
L 

-r' 





üf 



-*' 




ff 

K 

N 





— V 



— a — r 




«' 

ff 





— b — * 
— c — * 

<r t' 

«' x' 

21* 
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Pour trouver le terme qui contient ar l y t ~ l 9r l at mml y'~ l at~ l on nV qu'ä poser 
F+I+L+P-r' = 0, G -f J+M + Q - s* = 0, H+ K+N+R-t' = 

En faisant cela, et en tenant compte des formales precedentes on obtient le 
theoreme suivant: savoir en posant 



Y = B^x-^ B 0M y-\- B^z 
Z = C m) x -\- C^y -\- C^z 

f(x, y, s) = 



•• • 



• •• 



• • • 



+ #«,/,* a?'' y* z k -f etc. = v 

-\-Cl,m,n*fy m «"-\-elC. = IT 

-j-e p ' p ' il a? i y ? * Ä + etc- 



on trouve pour le terme general da coeff. de u*p b to c dans le developpement 
de f(x,y,s) l'expression 

, <v+j4 . f g(e-f^-l)g(b-ft-l)JT(e+f— 1) n(i^-l) W-<) JI(f'-<) • 
1 ' /TaJTbJrcJroetc.n/9etc.JIyetc. ii«'JW'J2«' npIKIbt JI/JZC'Jflt' 

^ - 41 /»* » * elc ' **»»>. * elc " ^l, i", ■ elc * a »«> *i«» c »«' °«<o ö «w c uw ^wi *'«« *«wi 

formule dans laquelle les a m etc. sont les coefficients inverses des A m) etc. 
c'est ä dire 



ÄKJÜ 


0icju 


C 100 





«^100 


«^010 


««001 


r 


Äoio 


^OIO 


^ülü 




**100 


"oio 


"üüi 


• 


^ooi 


*001 


A)Q1 




t/iüO 


C/mo 


t/üül 





le determinant numerique £1 a la valeur qoi vient d'ötre donn6e, en supposant 
seulement qne les nombres a, ß etc. qai y entrent, satisfassent aax conditions 
saivantes 



«-[-etc. = r, ß-\-e\c. = 


= *, 


y+etc. = /, 


fa-j-etc. = F) ^a-fetc. = 


= G, 


Äa-f etc. = H, 


i/9 + etc. = I, /ß+etc. = 


= J, 


A/9+etc. = K, 


/y-f"etc. = L, w^-f etc. = 


= üf, 


ny+etc. = iV, 


a'-f <T+t' = r', 






/?'+«'-{-x' = ,', 






/+r+*' = <', 






P+F-j-I-f/y = r', + 0+ J+Üf = 


= «', 


Ä+H+Ä+ 2V = f, 


«'+/?'+/ = a+r, <?'+«'+£' = 


= b + *, 


t'+x'+it' = c + * 


De ces equations on tire 






p+ 0+Ä+F+G+Ä+2+ J+K+L+ilf+iV 


= a + b + c + r+*+f, 
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oo, en sabstituant poor F etc. leors valenrs, 

(f-\-0 + h-l)<*-\-eic + (i-{-j + k-i)ß+eic.-\-(l+m-\-n-l) r -\-e\c. 

= a-fb-f-c — P— Q — R, 

9 

les nombres f-\-g-\-h— 1, i-\-j-\-k— 1, /-f m + n— * etc * * tant positifs. II n'y 
a donc qu'nn nombre fini de solotions des 6quations indeterminees , comme 
cela doit 6tre. 

On peut encore modifier an pea la forme du determinant £2; on voit 
d'abord qae Ton peot changer les sign es des qaantites — a — r, — b — s, 
— c — t, — r 1 , — 8 1 , — t': en faisant cela et en substitaant pour ces quantkäs 
et anssi pour F, G etc. les valeurs ei-dessos donnees, on obtient 

jQ = fa-\- etc. ga-\- etc. ha -{-etc. a'+ß'-f / 
iß -f etc. jß + etc. kß + etc. 
ly -f- etc. my -j- etc. ny -f ©tc. 





Ainsi se trouve demontre le theoreme general de M. Sylvester relatif 
a la reversion des s£ries, car il est evident qae les formules s'appliquent sans 
difficulte ä un nombre qnelconque de variables. 

Londres, le 30 septembre 1856. 



a'+ff+t' 
ß'+e'+x' 





P+/ o 





o <r + «'+ jr 








,4.*4-x' 


«' <F 


*' 


ß' «' 


x' 


/ V 


l' 
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16. 



Über eine Reihe von Sät 



die Durchschnitte von 



Cy lindern und Kegeln durch Kugeln betreffend. 



(Von Herrn R. Baltzer zu Dresden.) 



In Möbius' Abhandlung über die Kreisverwandtschaft der Figuren 
findet man bemerkt, dafs wenn von den zwei Schnitten eines Kegels mit einer 
Kugel der eine ein Kreis ist, der andre auch ein Kreis sein müsse, und dafs 
zwei nicht parallele Kreise auf einer Kugel liegen, wenn sie auf einem Kegel 
liegen, und umgekehrt. Von diesen fundamentalen und einigen andern damit 
in Verbindung stehenden Sätzen will ich einfache Beweise mittheilen, um die 
elementare Natur und den Zusammenhang derselben näher zu beleuchten. 



1. Wenn der Durchschnitt von zwei Ebenen, welche ein Prisma 
schneiden, zu den Kanten des Prisma normal ist, und die Ebenen mit 
einem Normalschnilte des Prisma entgegengesetzt gleiche Winkel bilden, 
so sind die Prismenschnitte gleich und ähnlich. 

Fig. i Beweis: Ist MN (Fig. 1) normal zu den Kanten 

des Prisma, und legt man durch MN sowohl die Nor- 
malebene zu den Kanten, welche dieselben in A", B", 
C", . . schneidet, als auch zwei andre Ebenen, welche 
mit der Normalebene MNA" entgegengesetzt gleiche 
Winkel bilden und die Kanten des Prisma in A, B, C, . . 
und in A', B\ C, .. schneiden, so ist ABC.^LA'B'O... 
Denn auf jedemNormalschnilt des Flächenwinkels-4(ilfiV)-4' 
z. B. AA'a hat man aA"A ei aA"A\ so dafs A und A 
symmetrisch zu der Ebene MNA" liegen, u. s. w. 
Die Kreisschnitte eines schiefen Cylinders kommen im Alterthum vor, 
z. B. bei Serenus , dessen Schrift über den Cylinder als Anhang zu Apollo- 
nius' Conica von Halley herausgegeben worden ist. Der zweite Kreis heifst 
nach dem Vorgange von Apoltonius (Con. I, 5) rofit] vnevaiTia , sectio 
subcontrariay Wechselschnitt, auch antiparalleler Schnitt des Kreiscylinders, 



H 
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obwohl Leibnitz ursprünglich zwei Gerade antiparallel genannt hatte, wenn 
sie mit einer dritten complementäre (nicht supplementäre) Winkel bilden 
(Acta Erudit. 1691 p. 279). Der obige allgemeinere Satz ist in Brett- 
schneiders Geometrie $.467 anzutreffen. 

2. Wenn zwei nicht parallele Prismenschnitte gleich und ähnlich 
sind, so schneiden sie sich auf einem Normatschnitle des Prisma und bil- 
den mit demselben entgegengesetzt gleiche Winkel. 

Beweis: Ist ABC.^AB'C'.., sind AA, BB', CC, . . parallel, 
sind A", B", C", . . die Mitten von AA, BB', CC, . ., so sind A"B", 
A'C", . . normal zn AA, und es schneiden sieb AB und AB' auf A'B", 
AC und A'C' auf A'C", . . . Also liegen A\ B", C", . . auf einem Nor- 
malschnitte des Prisma, welcher zugleich den Durchschnitt der Ebenen ABC 
und AB'C 9 enthalt, u. s. w. 

3. Die Schnitte eines Prisma durch eine Kugel sind gleiche und 
ähnliche Figuren. 

Beweis: Werden die Kanten des Prisma von der Kugel in A und 
A, B und B', . . geschnitten, so liegen A und A, B und B', . . symmetrisch 
zu der Ebene, die durch das Cenlrum der Kugel geht und zu den Kanten 
normal ist. 

4. Ist von den Schnitten eines Cgiinders mit einer Kugel der 
eine ein Kreis, so ist der andre ein gleicher Kreis (3.). Die Ebenen der 
Kreise sind entweder Normalschnitte des Cylinders, oder sie schneiden sich 
auf einem Normalschnitte des Cylinders und bilden mit demselben entgegen- 
gesetzt gleiche Winkel (2.). 

Ein Büschel von Kugeln, welche einen Kreis gemein haben, wird von 
einem Cy linder, auf welchem der gemeinschaftliche Kreis liegt, zum z wei- 
tenmale in Kreisen geschnitten, welche parallel und dem gemeinschaftlichen 
Kreise gleich sind. 

5. Liegen zwei gleiche aber nicht parallele Kreise k, k' auf einem 
Cy linder (perspectivisch), so liegen sie auch auf einer Kugel. 

Beweis: Die Ebenen der Kreise schneiden sich auf einem Normal- 
schnitte des Cylinders und bilden mit demselben entgegengesetzt gleiche Win- 
kel (2.). Die Kugel, welche man durch den Kreis k und einen Punct des 
Kreises k' beschreiben kann, schneidet den Cylinder in einem Kreise k ft . 
Die Kreise k' und Ar" liegen auf dem Cylinder und haben einen Punct gemein, 
ihre Ebenen sind parallel (4.), also fällt k 1 mit k" zusammen. 
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6. Liegen zwei gleiche Kreise k, k* auf einer Kugel, so liegen sie 
auch auf einem Cgiinder. 

Beweis: Die Ebene, welche durch den Durchschnitt der Kreisebenen 
und durch das Centrum der Kugel geht, halbirt den Winkel der Kreisebenen. 
Der Cylinder, auf welchem der Kreis k liegt und dessen Kanten zu der ge- 
nannten Diametralebene normal sind, wird vpn der Kugel in einem Kreise k" 
geschnitten, der den Kreisen k und k' gleich und dem letzteren parallel ist 
Also fällt k f mit k ,r zusammen. 



Fig. 2 



7. Die stereographische Protection eines Kreises ist ein Kreis 
QPtolemdue Planisphaerium). Beide Kreise liegen auf einer Kugel. . Das 
Centrum 'dieser Kugel, die Centren der Kreise und das Projectionscentrum 
liegen auf einer Ebene, zu welcher der Durchschnitt der Kreisebene 
normal ist. 

Beweis: Wenn O (Fig. 2) das Pro- 
jectionscentrum, A, B, C,.. Puncte des Krei- 
ses k bedeuten ; wenn ON Diameter der dem 
Kreise k und dem Punct O umschriebenen 
Kugel ist; wenn ferner A, B f , C, . ., N f 
stenographische Projectionen von A, B, 
C, . ., JV aus O, mithin die Centralprojectio- 
nen derselben auf eine Ebene sind, welche 
mit der die Kugel in O berührenden Ebene 
parallel ist : so sind die Dreiecke ONA und 
OAN', ONB und OB'N', .. ähnlich, folglich 
ON.ON' = OA.OA = OB. OB' = .., 
d. h. B 1 , C, . . liegen anf der Kugel ABCA'. Die Puncto A, B', C, . . 
liegen aber auch auf einer Ebene, folglich auf einem Kreise k. 

Sind K, L, M die. Centren der Kreise k, k und der Kugel ABCA, 
so ist die Ebene KLM normal zu den Kreisebenen, also auch normal su 
ihrem Durchschnitte. Auf der Ebene KLM liegt ferner das Centrum der 
Kugel ABCO, folglich auch die Normale ON zur Ebene ABC durch das 
Cenlrum der Kugel ABCO. 

Schneidet die Ebene KLM den projicirenden Kegel .in den Geraden 
OAA, OBB f , so ist OAB <\> OB r A; wodurch der zu KLM normale Kreis- 
schnitt k als Wechselschnitt des Kegels erscheint {Apollonius Conical, 5). 
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8. Ist von den Schnitten eines Kegels und einer Kugel der eine 
ein Kreis, so ist auch der andre ein Kreis, und zwar einer von dem 
andern eine stereographische Protection aus dem Centrum des Kegels. 
(Möbius Kreisverw. 31. In Liouvillc's Journal Bd. 11 pag. 70 hat 
Miguel einen elementaren Beweis dieses „bekannten" Satzes gegeben). 

Beweis: Wenn der Kegel und die Kugel den Kreis ABC. geroein 
haben , und die Kanten des Kegels OA, OB, OC, . . von der Kugel zum 
zweitenmale in A, B f , C, . . geschnitten werden, so ist 

OA.OA = OB. OB' = OC. OC = • • . 
Beschreibt man die Kugel OABC und legt durch den Punct A die Ebene, welche 
mit der Ebene parallel ist, von der die Kugel OABC in O berührt wird, so erbölt 
man stereographische Projectionen A, B", C", . . der Puncte A, B, C, . . 
aus O. Die Puncte Ä, B", C", . • liegen auf einem Kreise (7.), so dafs 

OA . OA 9 = OB. OB" = OC. OC" = . • • 
Folglich fällt B' mit ß", C mit C", . . zusammen, d. h. A, B\ C, . . 
liegen auf einem Kreise. 

9. Wenn ein Büschel von Kugeln, die einen Kreis gemein haben, 
von den Kanten einer Ecke auf dem gemeinschaftlichen Kreise in A,B,C,.., 
und zum zweitenmale die erste Kugel in A, B 1 , C, . ., rft> zweite in 
A", B", C", .. u. s. f. geschnitten werden, so sind die Figurfß ABC 1 . ., 
A"B"C" .., . . plan, parallel, ähnlich 

Beweis AB'C .., A"B"C" .., . . liegen einzeln auf Kreisen, 
welche stereogruphische Projectionen des gemeinschaftlichen Kreises aus dem 
Scheitel der Ecke O sind (8.). Die Ebenen dieser Kreise sind also mit der 
Ebene parallel, von welcher die Kugel OABC in berfihft wird. 

10. Liegen zwei nicht parallele Kreise auf einem Kegel (perspectiv 
visch), so liegen sie auch auf einer Kugel (Mö biu s I. c.). 

Beweis: Haben die perspeclivischen Kreise ABC, 
AB'C . . eine reelle gemeinschaftliche Sehne PQ (Fig. 3), 
so liegen die Normalen durch die Centren zu ihren Ebenen 
auf der Ebene, von welcher PQ normal halbirt wird. 
Ist M der Durchschnitt jener Normalen, so hat man 

MP = M A = M B = 
= ilf 4' = itf tf ' = 

Daher ist M das Centrum der Kugel, auf welcher die 
Kreise liegen. 
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Haben die perspectivischen Kreise ABC . . , A"B"C" . . keine reelle 
gemeinschaftliche Sehne, so ziehe man eine Sehne PQ des Kreises ABC . . 
parallel mit dem Durchschnitte der Kreisebenen, und durch PQ den Kegel- 
schnitt ABC . . parallel mit A"B"C" ... Nun ist A'BC . . ein Kreis, der 
mit ABC . . auf einer Kugel liegt, folglich hat man zugleich 

OA.OA = OB. OB 9 = OC.OC 1 = . ., 

OAiOB'iOC':-- = OA":OB":OC":-, 

also auch 

OA . OA" = OB. OB" = OC. OC" = . ., 

d. h. B", C, . . liegen auf der Kugel ABCA". 

11. Liegen zwei Kreise auf einer Kugel, so sind sie doppelt 
perspeclivisch. Die Centren der Kegel, deren Schnitte die Kruse sind, 
liegen auf der Ebene, welche durch die Centren der Kreise und der 
Kugel geht, und werden von den beiden Kreisebenen harmonisch ge- 
trennt Vergl. Mob i us 1. c. 

. Beweis: Sind K, L, 3t die Centren der Kreise &, 
k f und der Kugel kk r , so ist die Ebene KLM normal 
zu den Kreisebenen und schneidet den Kreis k in A 
und B, den Kreis k f in A f und B\ Wenn nun AA und 
BB' sich in schneiden, AB und AB in £ (Fig. 4), 
so sind O und & die Centren von Kegeln, auf denen 
die Kreise k und ä' liegen. Denn der Kegel, dessen 
Centrum oder S, und auf dem der Kreis k liegt, 
wfrd von der Kugel kk' in einem Kreise k" geschnit- 
ten (8.) 9 der durch Ä und B' geht, und dessen Fbene 
normal zu der Ebene KMO oder KMS ist. Daher 

liegt der Kreis k! mit k" auf einer Ebene und auf einer Kugel, und fällt mit 

ihm zusammen. 

Die Strecke OS wird bekanntlich von den Geraden AB und A'B r 
harmonisch getheilt. 

12. Wenn ABCD . . eine beliebige Figur bedeutet, wenn A f , B', 
C, . . solche Projectionen von A, B, C, . . aus einem beliebigen Puncte O 
sind, dafs 

OA.OA' = OB. OB 9 = OC.OC 1 = • ., 



Fig. 4 
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so hat man . 

AB BC CD ... = A > B '. B >C':C'D':.. 



OA.OBOB.OC OC.OÜ 
Vergl. Liouville in seinem Journ. 12 p. 265. 

Beweis: Ans der Aebnlichkeit der Dreiecke (7.) OAB und OB'A', 
OBC und OC'B', . . folgt 

All __ ££ AB A'ß' 

OA ~~ ÖÄ" OA.Oß ~ OB-OB'"* 

BC _ BW BC B'C 

Wt ~ OC ' OB.OC OC.OC* 

u. s. f. Nun ist OA . OA' = OB . OB' == OC. 0C" = • • , folglich . o. s. w. 

13. Bei 4 beliebigen Puncten A, B, C, D verhalten »ich die Pro- 
duete der gegenüberliegenden Strecken 

AB. CD, AC.DB, AD.BC 

wie die Seiten eines Dreiecks, welches dadurch gefunden wird, dopt man 
3 unter den gegebenen Puncten aus dem vierten auf eine den ersteren 
3 Puncten umschriebene Kugel prqjicirt. Vergl. Bretschneider (Gru- 
nerVs Archiv 2 pag. 240, Geometrie $.616) und Möbius (Berichte der 
säcbs. Ges. 1852 pag. 49, Kreisverwandtschaft 16 und 45). 

Beweis: Legt man z. B. durch B> C, D eine Kugel, welche nicht 
durch A geht, sondern von AB, AC, AD zum zweitenmale in B', C, D' 
geschnitten wird, so hat man wie in (12.) 

bc m cd 9 db n f r u *r' , n , »n t ¥i f 

AB.ACAC.ADAD.AB — fl : ^ ** UD 
oder 

AD. BCAB.CD: AC.DB = B'C'iC'D'iD'B' 

Cor oll.: Wenn man bei einem Tetraeder »um die einzelnen Flächen 
'beliebige Kugeln beschreibt und jede Kugel mit. den 3 Kanten, welche nicht 
Sehnen derselben sind, durchschneidet, so erhält man Dreiecke, die sämmtlich 
einander ähnlich sind« Ebenso bei einem planen Viereck. 

14. Liegen die Puncte A, B, C, D auf einem Kreise (oder auf 
einer Geraden d. i. einem Kreise, dessen Centrum auf einer Normale zur 
Geraden unendlich fern ist), so ist 

AB. CD + AC.DB ± AD.BC = 0, 

indem die Producte als Gräften von einerlei oder entgegengesetzten Zei- 

22* 
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chen genommen werden, je nachdem die Dreiecke ACD, ADB, ABC einer- 
lei Sinnes sind oder nicht {Ptolemaeus Almagest. I. 9, 3t5bius Kreis- 
verw. 26 und 44). 

Beweis: Sind B> , C, U stereographische Projectionen von B, C, D 
aus A, d. h. die Centralprojectionen dieser Puncte aus A auf eine Gerade 
der Kreisebene, welche mit der den Kreis in A berührenden Geraden parallel 
ist, so bat man wie in (12.) 

CD m DB m BC _^ CFV-TVR'-WC 
AC.ADAD.ABAB.AC ~ ^ U U D °^ 

Nun ist CD 9 + D'B' -f B' C = 0, wofern die Strecken als Gröfsen von 
gleichen Zeichen oder als entgegengesetzt genommen werden, je nachdem 
ihre Richtungen Obereinstimmen oder nicht, je nachdem also die Dreiecke ACD?, 
AD'B , AB'C einerlei Sinnes sind oder nicht. Die Dreicke ACD, ABB, ABC 
sind aber mit den genannten Dreiecken der Reihe nach einerlei Sinnes, also 
ist unter der angegebenen Voraussetzung 

CD . DB . BC _ n 

T Ali Alt T AR AP " 



AC.AD * AD. AB « AB7ÄC 
oder • 

AB.CD + AC.DB+ AD.BC = 0. 

Wenn die Puncte A, B, C, D auf einer Geraden liegen, so ist 

AB. CD + AC.DB + AD.BC 
= AB(AD-AC) + AC(AB— AD) + AD(AC— AB) 

und verschwindet identisch. 

Zusatz: Wenn 5 Puncte A, B, C, D, E auf einem Kreise oder 
auf einer Geraden liegen, so ist auf analoge Weise 

BC i CD . DE , EB _ n 
AB.ACi AC.AD T AD.AE^AE.AB ~ U 

u. s. f., wie Carnot geom. de pos. 215 bemerkt hat. 

15. Wenn die Strecken, welche 4 Punkte A, B, C, D verbinden, 
uter Gleichung 

AB. CD+AC.DB + AD.BC = 

genügen , so liegen die Punkte A, B, C, D auf einem Kreise (einer 
Geraden). Diese Umkehrung des Ptolemäischen Satzes ist von Förstemann 
dieses Journals Bd. 13 p. 233, Kunze Planimetrie §. 166, Möbius Kreis- 
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verw. 26 behandelt worden . und zwar von dem Letzteren zuerst in ihrem 
ganzen Umfange. 

Beweis: Lägen die Puncte A, B, C, D nicht auf einem Kreise, so 
verhielten sich die Producte AB. CD, AC.DB, AD.BC wie die Seiten 
eines Dreiecks, dessen Fläche von Null verschieden (13.)* Da in einem 
solchen Dreiecke eine Seite der Summe der beiden andern nicht gleich ist, 
so kann auch eines jener Producte der Summe der beiden andern nicht gleich 
sein, was der Voraussetzung widerstreitet. 

Dresden, im Februar 1857. 
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17. 

Exposition d'une theorie analjtique generale propre 

ä exprimer les lois des divers ordres de ph&iomenes 

qui dependent d'equations unfaires aux differences 

partielles, tels que ceux des vibratiohs et de la 

propagation de la chaleur. 

(Par M. L. F. Menabreä). 



KJ ecril que je publie aujourd'hui est le resume d'un memoire que 
j'ai lu devanl l'Academie des sciences de Turin *) dans ia seance du 
15 avril 1855 et dans iequel j'ai eu pour but de reunir, dans une möme 
analyse, les theories qui se rapportent a -divers ordres de phenomenes dont 
les lois dependent d'equations lineaires aux differences partielles. Plusieurs 
geometres et entr'autres Poisson, dans sa Theorie de la chaleur, avaient deja 
expose quelques vues generales sur les rapports qui existent entre Panalyse 
relative aux problemes des petites oscillations et celle de la propagation de 
la chaleur dans les corps solides; toutefois ces aper<jus profonds et ingenieux 
laissent encore beaucoup ä desirer et sont loin d'avoir la generalite et la 
simplicite qu'on peut concevoir. C'est pourquoi je me suis propose une question 
beaucoup plus etendue que les questions analogues traitees, que je sache, jusqu'ä 
ce jour; c'est de resoudre par une seule et m£me analyse tous les problemes 
qui dependent d'equations lineaires aux differences partielles d'un ordre n 
quelconque, en deduisant des principes les plus elementaires et par un me- 
canisme de la plus grande simplicite, des formules generales applicables ä tous 
ces divers ordres de problemes. , 

On sait que les problemes relatifs a la distribution de la chaleur dependent 
d'equations differentielles du 1 er ordre, tandis que ceux des vibrations dependent 
d'equations du 2"" ordre. Ainsi dans les formules generales dont il s'agit, il 
suffira de faire pour la chaleur n = 1, et pour les vibrations n = 2. 

On verra avec quelle facilite ces formules se transforment lorsqu'on 
passe d'un Systeme compose de points isoles, ä un Systeme conlinu, de sorte 

*) Voir les memoires de l'Academie des sciences de Turin, serie II tom. XVI. 
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qu'elles s'appliquent ä un Systeme compose d'une fa9on quelconque de points 
isoles et de uq ou de plusieurs corps Continus lies entre eux d'une maniere 
determinee. 

Pour les applications que Ton peut faire de cette theorie, je renvois 
a mon memoire original .et ä celui que j'ai publie en 1854 sous le titre de 
Etüdes sur la theorie des Vibration* (Memoires de l'Academie Royale des 
sciences de Turin, tome XV, serie II) dans lequel j'ai fait un constant 
usage des principes que j'ai generalises dans l'ecrit actuel. J'espere que ce 
travail ne sera pas sans utilite et qu'il pourra apporter quelque nouvel element 
k Petude de la philosophie naturelle en permettant d'embrasser dans une mdme 
theorie analytique, plusieurs ordres de phenomenes qui semblent au premier 
abord differer dans leur essence. 

i. 

Soient les.r äqnations differenlielles sui^antes: • 

d"u. , d"u. , </"«, . , d n u r . 

OTl "rfr"+ a ( 1 ' 2 > •rfirT«tf,s)7frT"'T^i,r)7fr + — 

d n u. , d"u, | d"u. . . d"u r ■ 

(*•) \ + M 2 u 2 -{- Jf,,,)«, -J-J ( , )3) w 3 -f .. + A (1 , r) u r = 0, 

d**r f „ d"u t , d n u t , . d n Ur-i , 

+ if r if l ,4-J (r|1) ir 1 +J (r , 2) ii 2 + -f A ir>r ^u r ^ = 

dans lesquelles u n t#2, . .., t/ r sont r variables fonctions du temps, et 

^M Mhl •••* ***19 ***2» •••? fl (l,2)9 •••9 Ä (2,l)* •••9 -"(1,2)9 •••} *"(2,i) •'• 

des coefficients constants. — 

D'apres la nature de la liaison qui unit les points du Systeme auquel 
se rapportent les variables dont il s'agit, on admeltra qu'en general 

n et ri ötant deux indices differents quelconques. 

Si Ton somme les equations (1.) apres les avoir respectivement mul- 
tipliees par les constantes arbitraires p^ p 2 , p%* . ..* p r > puis si Ton fait 
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N 



(2.) 



et 



Pi m i + Pt fl 0,2) + P, »(1,3)4— • Pt»>t+^l«(l,2) + Pa a (2,3) + " 

_ PrM r +p i A ir , l) + p t A i r f 2) + — 
Pr W» r -f" Vi a (r, 1) 4" Pi #(r, 2) + * • • 

(3.) F = Wl + „ /.gt+^^c^+ft^j;- 



+ «3 






on obtiendra une equation de la forme 

(40 -^. + ÄT=0, 

oü k n est une constante qde Ton d£duit de Pelimination de p x , p 2 ,...,p r 
entre les r equations (2.). 

L'equation finale en k n sera du degre r; nous la designerons par 

(5.) JKgJ = 0. 
En integrant Fequalion (4.) on obtient 

(6.) V = E k f at +E 2 f aH +E 3 e ka ' t +... + E n e* a2n ~ lf = T 

oü Et, E^ JE,, . .., £J n sont des constantes arbitraires, a une des racines 
n »"» d e — i propre a reproduire toutes les autres, e la base des logaritbmes 
hyperboliques; nous representons par T l'expression explicite de V en fonclion 
de t. L'equation * (5.) fournira r valeurs differentes de k n ; on aura un 

nombre correspondant de valeurs des rapports — ; — ; . .., — ; el autant 

P\ Px Pt 

d'equations (6.) relatives chacune aux diverses valeurs de k\ Nous indi- 
querons par les indices (1), (2), ..., (i) . .., (r) places superieurement les 
quantites correspondantes ä chacune de ces valeurs. 



# 



En general si Ton designe par V, -rr , . . . , . x les valeurs ini- 
tiales de F, -TT-, ... qui se deduisent de Celles de ti n ti 2 > ...* -j?^ -jtS • • • 

(voir l'equation (3.J), on obtiendra l'expression generale suivante qui se 
deduit facilement de l'equation (6.) et de ses differenlielles par la consideration 
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des valeurs que prennent les diverses sommes des puissances des racines de 
Vunite negative: 

(70 J^ = T [F+— j -JP + — ji 7jjr + - + jf^ ä^T 

Comme on a r equations (6.) nombre egal a celui des variables, on en de- 
duira pour ces dernieres des expressions de la forme 

Ul = F? } T (1) + Ff ) t m +Ff } T (3) + • • • + F* r) T (r \ 
(8) l u 2 = F 2 (l) T (1) + F 2 (2) T P) + Ff T w + • • • + F 2 (r) T ir \ 

ou F M F 2 , F 3 , . .., F r soiit des coefficients constants fonctions de k. Fai- 
sons pour abreger 

(9.) ^Ä = />2 ^2+^1-4(2,1) +^3^(2, 3) 4" 



• • • 



• • • 



• » • 



et observons que, a cause de l'equation (4.), on a: 

(io.) 4?+*" T = a 

Cela posö, en substituant dans les equations primitives (1.) les valeurs (8.) 
de * lf «2 9 . . . et ayant egard aux equations (2.) et (10.), on aura, en egalant 
säparöment ä zero les coefficients des diverses valeurs T (1 \ T°\ . . . de T, 

p,~pr t~pl p>~pr 

ainsi l'expression generale de u { sera: 

(11.) u t = 4^ 1) T w + C^ )rP) +-+ i C^ r)rW 

Pl Pl Pl 

= -* — ** Ä ' 
C**) Pi 

(*=r) 

ou le signe 2 indique la somme de tous les termes relatifs aux diverses 

valeurs des indices (1), (2), etc.. 

Pour obtenir la valeur de JF\, substituons les expressions de *i , *h , . . . f u r 
dans une des valeurs de V (voir les equations (3.) et (6.)) correspondantes 
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a un üidice, (17) par exemple, valeur qui sera: 

Apres avoir fait la Substitution indiquee, en egalant separement entre eox les 
coefficients de T w , T™, . . . , T% . . . , T< r >, dans les deox derniers membres 
de l'equation precedente, on obtiendra: 



(12.) F? 



1 



„(■)) ß(l> „(<!) «(* 



et eo general 

(13.) iii'>iH#V ) +#V ) + ••• +#'V? } = 

lorsque (tj) et («) sont deux indices differents. 

Ainsi, en substituant dans l'expression de «,- les valeurs de/',, TetlT, 
od aura poor l'expression generale de cette variable: 



expression dans laquelle le signe 2 indique la somme de tous les termes 
qui se rapportent aux diverses valears de j. Comme on peut ecrire la valeur 
de r sous la forme 



X 



1 2 " 



V = ^ 2 u r B v 



la formale precedente deviendra 

(15.) «, = -l J£ -^ 2 J* W ^ \ 2 u 9 B? 

» (»ssl) v> (t) »(#) (/ad) * (r=l) 
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Lorsque les equations primitives (1.) se reduisent aux suivantes 
(16.) ( m ^-^rr + M ^ v ^ A ^D u i+ ••• + Ai.r)" r = o, 



m r "jpr + Ä r "r + Ar, I) «r H f~ A' ; r-1) «r-J = 0, 



on a P" " — -Z. e t par suite la formule (15.) devient 
j»i»»i 1*1 



(17.) w ( = ± 2-=^-^ 2e< k "*' 2 u r m,p\ 



t t 



et l'equation (13.) se transforme dans la suivante 

(17. bis) m lP Pp[^+m % pPp^ + m,p^^+ •- 4-tn^W' = 0. 

De cette derniere equation od conclut que, iw,, m 2 , m 3 , ... etant des 
quantites positives« les valeurs de k n d'oü Ton deduit celles de j» 19 p 2 « etc. 
ne peuvent etre imaginaires et que par consequent toutes les racines de 
l'equation (5.) sont reelles. 

in. 

Si les equations primitives sont de la forme suivante 

on arrivera a des resultats analogues aux precedents, en soivant les procedes 
que nous avons indiques. 

Ainsi Texpression generale de u { sera encore 

(19.) «,- = t J ) _-^-.T^y/ ; : 

23* 
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oü Ton mettra pour T {€) sa valeur deduite de l'equation (6.) 9 qui dans le cas 
actuel devient 

(20.) V = E l e Kt + E 2 e Kt +~.-\-E m e Kt 

et dans laquelle les valeurs A x , A^, A 3 , ... sont les racines de l'equation 

(21.) Ä m -J-yÄ n -f <öh p -\-k m = 0. 

Quant aux expressions de E u ^ 29 . .., E m , on les deduira des valears ini- 
tiales de 

jr dV d m ~ l V 

' dt ' ' rfr- 1 

On demontre egalem ent que, dans le cas dont il s'agit, les valeurs de k m sont 
toutes reelles. 

IV. 

Supposons que les equations primitives (16.) se rapportent aun Systeme 
continu, elles se transformeront en une 6quation differentielle de la forme 

oü x, y, z sont les coordonnees fixes des divers points du Systeme. Si Ton 
examin e les equations (2.) et observant que dans le cas general des equations (16.) 
on a a c i,2) = 0; (1)3) = O; • ••* on reraarquera que p^ p 2 , ..., p r entrent 
dans les expressions de miPik* de la möme maniere que Hi, t# 2 « . .., u r 

d n 14* 

entrent dans les valeurs de — m$ , ' des Equations (16.)? d'oü Ton conclut 
qu'en general 

(230 *"^ = » + » r J.^.k +y «^..k +"" 

Outre les equations (22.) et (23.) on aura les equations aux limites qui 
serviront a eliminer les constantes arbitraires introduites par Integration de 
l'equation (23.) et fourniront ainsi une equation transcendante en k n qui donnera 
les diverses valeurs de cette quantite et par suite Celles de p qui en dependent. 

La determination des constantes arbitraires se fera au moyen des 
conditions relatives aux limites. 

En general, une de ces constantes paraltra rester indeterminee, mais, 
comme dans l'expression generale de t# eile sera facteur commun ä tous les 
termes du numerateur et du denominateur, eile disparaltra. 
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Si les equations primitives dont il s'agit s'appliquent a un Systeme 
de points matöriels, on pourra considerer les quantites representees par 
m 19 jw 2 , m 3 , ... comrae exprimant des quantitös proportionelles aux masses 
des points da Systeme aaqoel se rapportent les variables t/ 19 ti 2 , t# 3 , .... 

Dans les equations (22.) et (23.) noos remplacerons m par dm, et en 
appliquant aa cas actuel la formale (17.) nous aarons poar un Systeme continu 

(24.) u = L^P'Te^-Ypdm (* + ££H *+ . . . 

n W JP dm (*u> J K ~ k «" 

t 

Ä <2n-i)(2n-a/+l) d n ~ l U \ 

c«) 
formale dans laqaelle on indique par 2 la somme 6tendue a toutes les 

(i) 

diverses valeurs de k; par / la somme etendue a tous les points da Systeme 

contina; le signe sommatoire 2 se rapporte, comme precedemment, aux n 
racines n ,n * s de ( — 1). 

V. 

Le Systeme peut ßtre compose de plasieurs corps Continus et de 
plasieurs points materiels separes les ans des autres. 

Les considerations qae nous avons exposees precedemment s'appliquent 
egalem ent ä un par eil Systeme. 

Poar chacan des corps Continus on aura des equations de la forme de 
Celles (22.) et (23.); on aura, en outre, des equations aux limites qui se 
rapporteront aux surfaces* lignes, points exterieurs ou de contact. 

La quantite k n etant la möme dans toutes ces equations, on eliminera 
entre les equations de la forme (23.) et les equations aux limites toutes les 
constantes arbitraires introduites par les integrations des Equations (23.); on 
aura ainsi l'equation finale transcendante en k n . La determination des con- 
stantes arbitraires s'obtiendra au moyen des equations aux limites; enfin en 
appliquant les principes que nous avons developpes jusqu'ici on arrive evi- 
demment a l'expression suivante qui est Pexpression generale de u 

(25.) u = —2 - — * , . 2 e att \(Smup +2/pudm) + ?-j— 

A^t du , _/*rfw , \ , , aC»-i)(2A-2;+i) / rf/.- i u ^fd n ~ l u, \l 
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oü 2 exprime les sorames relatives a tous les points isoles et a tous les corps 
Continus qui composent le Systeme. 

vi. 

Lorsque les equations primitives (1.) ne contiennent, outre les diffe- 
rentielles des variables par rapport an temps, que les differences des diverses 
variables prises deux ä deux comme v 2 —u t , on peut satisfaire a ces equations 
generales par une expression de «, de la forme 

(26.) Ui = P-f Qt+ Rf 4- • • • -f Uf- 1 -f 2 -£ — i— . T<'> 






(voir les equations (14.) et (15.)), dans la quelle P, Q, R, .. ., U sont des 
coefficients constants et les m£mes pour toutes les variables u x . tf>, . ..., u r . 
La determinalion de ces coefficients s'obtient tres-simplement dans le cas, oiu 
en faisant la somme de toutes les equations (!•)? tous les termes qui con- 
tiennent fii, « 2 , . .., u r se detruisent mutnellement. Alors les equations (2.) 
donneront 

(27.) ^l(«Wi+ö (lj2) -f-a (|>3) -j h«(l,r))+^( IW 2+ fl ^,l)+ fl (2,3)4 h*ftr))+ — 

• • • +p r (m r +« (rjl) |ö {r ,: ) + - + *ir y r-»\ = 0; 
nous ferons pour abreger 

!...;■ *r = tw r -ffl (r>1) -|....4-« (rjrÄln 

ce qui revient (a cause des equations (2.)) a 

(28. bis) b t = k" B x ; b 2 = k n B 2 ; . . . ; b r = A"jB r . 

Cela pose, si Ton multiplie respeclivement par 4 19 d 2 , ..., b r les valeurs de 
«i, iij, ..., ti r deduites de r expression (26.) et qu*on les somme ensemble, 
on aura 

Mi + MaH-^ + Mr = (*! + *,+ . ..4-* r )(P+0*+iR*H---tf'^-f ••• 

(*sr) Jg(«) 

rssl 

equation qui en vertu de l'equation (27.) se reduit a 

(29.) «, »,+ Ui b 2 -\- . . . -f « r * r = (*, -|- b 2 + • . . + * r ) (P+ Qt -\-Re-\- . .. + rr- 1 ) ; 

d'ou Ton deduit 



V 
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U t b t +U % b t -] \-U r br 

Al + ^t+'^ + ir 

— ät dt dt 

(30.) \ V ~~ *» + *, + • •• + Ar 
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Si Ton ecrit les valears de u, -tt, . .., de Ia maniere suivante 



.». : •. 






on poorra dans l'expression generale de T, an lien de V, —rr ,-•••» ^=r 
tels qu'ils sont donnes par Pequation (3.), mettre respectivement les valeurs 

Car a cause des relalions (£8. bis), P, Q, . . . , Z7, disparaltront du terme som- 
matoire de Fexpression (26.) laquelle pourra s'ecrire de la maoiere suivante 

u § = P+ Qt-\-Rt 2 + • • • + ur-i+ßi 
oü 

(31.) ß>= 2 ;=£ i— TW; 

formale qui donne l'expression de la variable ß { en fonction des valeurs 

d/3* d n — l /3* 

initiales des variables /3°, -£-, ..., , ^ • Si les equations primitives (1.) 

contenaient, outre les variables, des quantites constantes, il serait tres-facile 
de faire disparaltre ces dernieres et de ramener ce cas a celui que nous 
avons traue. 

VII* 

L'analyse que nous venons d'exposer a toute la generalite que de- 
mandent ordinairement les applications a la Physique Mathematique. On en de- 
duira les formales qui se rapportent ä la theorie des petites oscillations ou a 
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celle de la propagation de la chaleur dans les corps solides en faisant dans 
le premier cas n = 2, et dans le second n = l. 

Ainsi pour les vibrations, on prendra dans l'expression (25.) n==2 
et « = ]/— 1, et Ton obtiendra 

c«) n \ (-S'm^ 2 u -}- 25 fp udm) cos kt 

(32.) W; = 



(1) 2mp % -\-£fp % dm 



+ T(* m **+*fi** m )** ki 



Pour le probleme de la propagation de la cbaleur dans les corps solides, on 
fera n = 1 et a = 1, et Ton aura 

Teiles sont les formules qui contiennent les Solutions de tous les problemes 
relatifs a ces denx ordres de phönomenes. En y joignant Celles que Ton de- 
duit de l'equation (26.) on donnera ä ces Solutions toute l'ötendue qu'ellea 
penvent comporter. 

Turin, 18 avril 1856. 
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18. 

Sur les surfaces dont les lignes de Fune des 

courbures sont planes. 

(Par M. F. Joachimsthal & Breslau.) 



Jxlr. Ossian Bonnet a resolu, le premier, le probleme de trouver les 
surfaces dont les lignes de Fune des courbures sont planes *). II prend pour 
point de depart la proposition suivante**): 

Pour qu'une section plane d'une surface courbe soit une ligne de cour- 
bure, il faut et il suffit, que le plan de la section rencontre la surface 
partout sous le m£me angle« 
A Taide de ce theoreme la Solution du probleme se ramene a l'integration 
d'une equation differentielle partielle du premier ordre, räsultat de Peliminatioo 
de la quantite a entre les deux relations 

z — ax —f(a)y = /i(a); 1 + <*p-\-f(a)q = f 2 (a) /l+^+f^/ 
oü p z=z -^— , q = -j?— • Bien que Pelimination de a ne soit possible, que si 

Ton ait fixe les fonctions /*(<*)* /i(«)> /SC«)* M. Bonnet, par des modifications 
tres-habiles des methodes connues, a oeanmoins su integrer l'äquation diffe- 
rentielle partielle du probleme. 

Malgre les recberches si remarquables de M. Bonnet, je crois que 
la Solution de la mßme question que je vais präsenter, n'est pas depourvue 
d'interöt. Je profite de quelques consideratiöns geometriques qui ne sont pas 
nouvelles, mais que Ton a negligees, tant que je Sache, dans ce genre de 
questions; je ferai voir, entre autres, que Ton peut, en s'aidant de la pro- 
position mentionnee ci-haut, äviter toute equation differentielle partielle, et 
faire dependre la question immediatement de deux equations differentielles 
ordinaires. 

I. 
On peut definir les lignes de courbure comme suit: 
Une courbe tracee sur une surface F est une ligne de courbure de F, 
lorsque la surface developpable D, circonscrite ä F le long de la courbe 
C, a toutes ses ar&es perpendiculaires aux tangentes de C. 

*) Journal de PEcole Polytechnique cah. 35, page382. 
**) Voyez le tome XXX de ce Journal page 348. 

Journal für Mathematik Bd. LIV. Heft 2. 24 
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Gelte definition derive de la belle theorie des tangentes conjuguees, 
due a M. Dupin; mais on peut aussi, a Paide de quelques Observation* 
tout-ä-fait elementaires, passer de la definition usuelle a la precedente. En 
effet, soient A et B deux plans quelconques qui se coupent suivant la droite L. 
filevons en un point a de A une perpendiculaire ä ce plan, et de raöme en 
un point b de B une perpendiculaire ä B. Pour que ces deux droites se 
rencontrent il faut et il suffit, qüe Pangle entre les droites ab et L soit an 
angle droit. Supposons maintenant, que A et B soient deux plans tangents 
infiniment proches d'une surface F ß et que a et b soient les points de contact; 
alors la droite L deviendra Parate d'une surface developpable circonscrite a 
F le long d'une courbe quelconque qui passe par a et b. Ainsi, toutes les 
fois que dans le Systeme des normales d'une surface F } menees le long d'une 
courbe C, deux normales consecutives se rencontrent, la surface developpable D, 
circonscrite a F le long de la courbe C aura une aröte perpendiculaire a 
Telement correspondant de C, et reciproquement; ce qui fait vqir la coinci- 
dence des deux definilions. Comme deux lignes de courbure de systemes 
differents se coupent sous des angles droits, on peut dire avec la mfime 
raison, que 

les tangentes des lignes de courbure de Tun des systemes, menees aux 
points oü eil es sont rencontrees par une ligne de courbure B de l'autre 
Systeme, forment une surface developpable D. 
Une seconde surface developpable D t est formee par les normales de la 
surface F, menees le long de B; et cette courbe est en möme temps une 
ligne de courbure de D et de D x comme etant nne trajectoire orthogonale 
die leurs generatrices rectilignes. 

J'ai cru utile de rappeler au lecteur ces proprietes des lignes de 
courbure, bien qu'elles ne soient pas nouvelles, parcequ'on ne les trouve guere 
dans les traites les plus repandus. 

II. 

Je vais appliquer ces principes a la recherche des aurfaces F dont 
les lignes de Pune des courbufes sont dans des plans paralleles. Cette question 
a ete tfait^e par Pillustre Monge; en outre M. Bertrand a demontre par 
la Geometrie les proprietes que Monge a trouvees par PAnalyse (LioumUe 
Tom. XIII) ; ses raisonnements reposent sur la propriele citee des lignes de 
courbure planes, dont je ne ferai pas usage. 
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Soient A, Ä, A" . • les lignes de courbare consecutives planes; et 
B une ligne de courbure du second Systeme qui rencontre les premieres en 
a y a f , a" . . . Les tangentes t, f, t" . . des courbes A, A! , A" . . qui ont 
leurs points de contact en a, a f , a" . . forment une surface developpable D, 
elles sont en outre situees dans des plans paralleles; mais deux droites con- 
secutives t et V d'une surface developpable, situees dans des plans paralleles, 
sont, elles -mömes, paralleles, par consequent la surface D est une surface 
cylindrique. La courbe B est en mßme temps une ligne de courbure de D, 
c'est a dire la courbe B est une section droite de la surface cylindrique D, 
et comme la section droite d'un cylindre est perpendiculaire a chaque ardte t, 
et a chaque plan mene par une aröte t, la droite, suivant laquelle se ren- 
contrent les deux plans de A et de ß, sera perpendiculaire a Tardte /; ainsi: 
Si (es lignes de l'une des courbures A, A! > A" . . d'uqe surfaqe F iont 
dans des plans paralleles, les lignes de courbure du second Systeme B, 
B', B" . . seront dans des plans perpendiculaires a ceux du premier 
Systeme et la droite d'intersection des deux plans qui contiennent A et 
B sera une normale ä la courbe A. II suit de la, que deux courbes 
A et A (n \ rencontrees par B en a et d n \ ont, dans ces points, des tan- 
gentes paralleles et des normales paralleles. 
Cetle proposition conduit immediatement aux trois proprietes connues des sur- 
faoes F, savoir aux suivantes: 1°. Les projections des courbes A, A f , A" . . 
sur le plan de A sont un Systeme de courbes paralleles; 2°. les developpees 
des courbes A, A\ A" . . sont les sections droites d'un cylindre H dont les 
plans Umgents rencontrent la surface F suivant les lignes de courbure B, B', 
B" . . du second Systeme; 3°. la surface F est engendree par le mouvement 
d'une courbe plane B dont le plan roule sans glisser sur un cylindre B. 

■ii. 

Nous allons chercber maintenant les surfaees F dont les lignes de l'une 
des courbures sont dans des plans passant par une droite fixe. 

Soient A, A', A" . . les lignes de courbure consecutives de ce Systeme, 
et a, al, a" . . les points oü elles sont rencontrees par une courbe du second 
Systeme B. Les tangentes t et /' mene es en a et a! aux deux courbes in- 
finiment proebes A et A se rencontrent, comme deux generatrices consecutives 
d'une surface developpable. Mais elles sont situees dans deux plans qui se 
coupent suivant Taxe fixe, donc leur point d'intersection se trouve sur cet 

24* 
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axe. En continuant de proche en proche, on voit que la surface developpable 
D, circooscrite le long de la courbe B a la surface cherchee F, sera une 
surface conique dont le sommet est sur Taxe; or il faut, que B soit en möme 
temps une ligne de courbure de la surface conique D, partant, B est une 
courbe spherique. Ainsi: 

Si les lignes de l'une des courbures A, Ä, A" . . d'une surface F sont 
dans des plans qui passent tous par une droite fixe, les lignes de courbure 
du second 9ysteme B, B', B" , . seront des courbes spheriques qui ont 
leurs centres sur la droite fixe; et les cönes qui ont pour sommets les 
centres des courbes B, et qui s'appuient sur ces courbes, sont circonscrits 
a la surface F. 
Reciproquement 

Si Ton peut tracer sur une surface un Systeme de lignes spheriques B, 
B', B" . . qui ont leurs centres sur une droite fixe; et que les cönes 
qui s 9 appuient sur ces courbes et dont les sommets sont a leurs centres, 
soient tangents ä la surface F; les courbes spheriques B seront un des 
systera es des lignes de courbure de F, et les seclions, faites par des 
plans qui passent par la droite fixe, en seront 1'autre. 

Pour obtenir l'equation des surfaces F nous n'avons qu'a exprimer ces 
conditions par des formules. 

Soit p l'angle qui determine la position d'une section 
plane A, menee par Taxe fixe que nous prenons pour 
axe des z; soit en outre q le parametre d'une courbe 
spherique B, f(q) le rayon de la sphere, l(q) Tordonnöe 
de son centre. Gela pose, T6quation des surfaces eher- 
chees aura la forme suivante 

x = f(q) sinAcos/* 
y = f(q) sink sin p 
z = f(q)cosh + X(q)i 
oü h est l'angle entre le rayon f(q) d'une courbe sphe- 
rique B et Taxe des z; il depend, en gönöral, des deux 
variables p et q. Reste encore ä exprimer, que le 
rayon f(q) soit tangent a la section plane p = const 
ou ä la courbe A. Soit a le point oü la courbe A est 
coupöe par la courbe spherique B dont le parametre est 
= (j; ao — f(q) le rayon de B, co = X(q) l'ordonnöe 
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de son centre (je est Porigine des coordonn6es) , Tangle aoC = h. Soit a f 
le point d'intersection de A avec la courbe B' dont le parametre =q-\-dq, 
o' le centre de B\ aiosi 

a'o' = f(q+dq), co 9 = A(y-f<fy), rangle aVC= A + 4~<ty. 

Menons o'ß perpendicalaire a ao, et a'ß' perpendiculaire a o'/9, et nous aurons 

o'ß = oo'smßoo' = sinA.ift 
et, en outre, 

o'/9 = ßß' + ß'o' = aa'sm(aa' ß cto)+f(q + dq)^dq. 

£galant ces deox expressions de o'ß et negligeant les infiniment petita du 
second ordre, nous aurons 

3h 
(1 .) sin hdk = aa' sin (aa', ao) -f f(q ) -^— <fy. 

Pour que le rayon ao soit tangent ä la courbe ^, il faut et il suffit que 
sin (aa' ß ao) — 0, ou bien que 

(2.) A^ - Af)^ 

En integrant par rapport a q l'equation (2.)* ou -rpjr g- = yr-y j-, il faut 

ajouter une fonetion arbitraire de p =logy(p), et, en posant 

1 dX(q) __ rflogy(y) 
/•( 7 ) rf 7 dq ' 

on obtient la r6presentation suivante des surfaces cherchees, ou p et q sont 
les parametres des lignes de courbure: 

x = f(q) sinheosp tan 8y = Vdf)^(P) 

(30 J r = m 9inÄ 8 j n/ , m)== ^Ä. 

Z = /ty)C0SÄ-f X(y) 

On Beut, sans perdre de gänöralite, ägaler q>(q) ou X(q), ou une combinaison 
de citat deux fonetions arbitraires ä q. 

Les formales (3.) s'aecordent avec Celles que j'ai publikes Tome XXX 
de ce Journal page350. J'ai expose la marche que j'avais suivie pour les 
obtenir, dans le Programme du College royal francais de Berlin, Annäe 1848. 
En comparant cette m&hode avec la mötbode que nous venons d'expliquer, on 
Terra de combien les considerations gtometriques ont abrege les calculs. 
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Remnrque. Les lignes de courbure planes A, Ä, A" . . jonissent 
de quelques proprietes, anplpgues « celles que dous bvods reconnue* anx 
courbes A du premier genre des surfaces discute au n". II. 

Soient une droite l et une courbe plane C situees dans le meine plan. 
Menons en un poinl c de C une tangento qui rencontre / en y, et deorivons 
nne circonference avec le rayon cy autour de y. En repelant celte con- 
struction pour lous les points de C, on obtient an Systeme de cir Conferences 
qui donnent Heu ä une enveloppe (reelle ou imaginaire) F. En noiumant, 
pour abreger, C la courbe primitive et F la courbe derivee per rappprt £ la 
droite fixe l, on voit tres - aisement que cbaqoe courbe primitive n'a qu'une 
seule derivee, mais qu'ä chaque courbe derivee F appartiennenl une infinite 
de courbes primitives C, C, C" ... Si la droite / s'eloigne ä Pinfini, lea 
courbes primitives C, C, C" . . se transforment en courbes paralleles, et la 
courbe derivee F, commune ä toutes, est la developpee des courbes paralleles. 
Ces definitions etablies, on peut dire, que, dans nos surfaces, les de- 
rivees des lignes de courbure planes A, A', A" . . pnr rapport ä l'intersection 
commune de leurs plans (Taxe des s), forment une snrface de revolution, 
reelle ou imaginaire. 

IV. 

Probleme. Trouver les surfaces F 
dont les lignes de l'une des cour- 
bures sont planes. 
Soient A, A', A" . . les lignes de 
courbure consecutives planes, / la droite 
d'intersection des deox plans qui con- 
tiennent A et A', T l'intersection des plans 
de Ä et A", e. a. d. s. Ces droites /, V, 
l" . . sont les generalrices d'une snrface 
developpable P dont les plans tangents sont 
les plans des courbes A, A', A" . . . Les 
langen tes l, f', f.. ä ces courbes, menees 
aux points a, a', a" . . oü ellea sont cou- 
pees par une courbe B du second Systeme, 
forment une surface developpable D. II 
s'ensuit, que les tangentes consecutives t 
et t' se rencontrent en nn point o de la 
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droite /, les langen t es t f et t" en an pomt o' de t , etc. L'ensemble des 
points o forme une courbe sur P; je la nommerai O; c'est Tarnte de re- 
bröussement de la surface developpable D. Comme la courbe B n'est pas 
seulement une Ügne dö Courbure de F mais aussi de ZJ, eile sera une deve~ 
loppantede O; car les lignes de courbure d'une surface developpable, auires que 
les göneratrices, sont les developpantes de Tarnte de rebroussement*). Aiosi: 

Si les lignes de Pune des courbures A, Ä, A" . . d'une surface F 
sont planes 9 et que leurs plans enveloppent une surface developpable P, les 
lignes de courbure de l'autre Systeme B, B f . . seront les developpantes d'un 
Systeme de courbes O, O', ©" situees sur P; et la surface developpable D, 
decrite par le fil qui developpe une courbe quelconque O, sera circonscrite a 
la surface F. 

Reciproquement: 

Pour obtenir la surface la plus generale ä un Systeme de lignes de 
courbure planes, on conpoit sur une surface developpable P un Systeme de 
courbes O, 0\ O" • .; on en deduit,. par leur developpement, un antre Systeme 
de coürb0£ B, B', B" . . qui formeront une surface F. En determinant les 
courbes O ß 0', O" . . et les constantes, introduites par le developpement, de 
maniere, que le fil tendu resle toujours tangent a la surface F ß eile deviendra 
la surface cherchee. — En effet, en renversant l'ordre du raisonnement, dont 
nous nous sommes servi, on fait voir sans peine, 1°. que les courbes B sont 
des lignes de courbure de F; 2°. que les sections planes A, A', A" . . de F, 
determioees par les plans tangents de P sont les trajectoires orthogonales 
de B y B' y B" . ., c'est a dire qu'elles sont le second Systeme de lignes de 
courbure. 

Traduisons cette construction dans le langage analytique. 

La surface developpable P est donn£e par son arÄte de rebroussement 
C, lieu des intersections consecutives des droites infiniment proches l,l f ,l"..\ 
le cas oü P degenere en une surface conique ou cylindrique, dont je ne 
m'occuperai pas, n'exige que des modifications bien simples. Je designerai 
par S, r\ y £ les coordonnees rectangulaires d'un point de C; par p Parc compte 
a partir d'un point fixe c , de sorte que c c = p, c c f =zp-\-dp, etc.; §, i), £ 



•) En effet, on a, parceque les tangentes t, V, t n . • sont perpendiculaires aux 
Clements de la courbe B, ou=oa!> o l (^=o'a t, ß o"a ft =o f, a m ß etc.; ou bien oo f =o'u f — oa; 
o t o ,f ^o n af t — o f a"y etc.; c'est & dire, la courbe au'aP .. est engendr£e par le developpe- 



ment de la courbe oo'o" . • . 
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soiit des fonctions de p; j^cris en outre ponr abreger 

Exprimons maintenant la courbe B ou ada" . • , deyeloppante de O ou de la 
courbe oo'o" f . . Posant co = A, Pangle ao/ == h, ao = f> la courbe oo'o" . . 
est donnee par une equation entre X et p. Entre ces trois quantitös Z, A, /* 
il y a deux relations. Decrivons le petit arc de cercle oß autour de c et 
nous aurons, en negligeant les infiniment petits da second ordre, 

oß = oo f sin (h -f -g- dp) = -j£-sinhdp 

o'ß = oo' cosyh^^—dp) = -J- cos h dp. 

Mais o/3 = oc angle (/', l) = X.xdp 

o'ß = c'ß — c'o' = co + cc'—c'o' = cc'—(c'o'—co) = dp^^dp. 
En coroparant les expressions de oß et de o'ß, on obtient 

sinA-J- = xA 

cosÄ-^= l-#-- 

o/i dp 

Pour calculer les coordonnees de a, j'abaisse de a sur / une perpendioulaire «<x. 
Cette perpendioulaire est parallele au rayon de courbure de C en et car eile 
rencontre la tangente / et la tangente imroediatement precedente, donc eile se 
trouve dans le plan oscuiateur de C, et eile est perpendioulaire a la tangente / 
de C. Donc, en designant les coordonnees de a par x, y, z et en äcrivant, 

comrae ä Pordinaire --^- = g, -t4 = |", etc., nous aurons 

x = | — £\ca-f — aa, ou bien 

x == £ — £' (A + /"cos *)-}--£/• sin A 
(5.) \y = t]-Ti\l+fco3h)-\-£fBmh 

Si Ton considere X comme fonction de p, et f et A comme deJulies par les 
equations (4.), les equations (5.) representeront la deyeloppante B. 
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Supposons que la relation entre X et p qui definit Ia conrbe ao'o" . . 
contienne un parametre q, et que Ia constante arbitraire qui s'introduit en de- 
terminant f par Ia relation 



f=/^+(i-i-)' 



soit de raöme une fonction de q; les equations (5.), dont les seconds membres 
renferraent maintenant deux variables independantes p et q y representeront une 
surface courbe F } plus generale m&ne que celle que nous cherchons. Reste 
encore ä satisfaire ä la condition, que le fil t qui developpe une des courbes O , 
soit toujours tangent a F, ou, ce qui revient au m£me, aux sections planes 
A, Ä, A" . . de F. Cette condition s'exprime, corame nous avons vu (n° III, 
formule 2) par Pequfttion 

rt* *v l dX ~ dn 

(6.) s.nA-^- = f^ 

Ainsi le probleme est reduit ä trouver trois fonctions f, A, X des variables p 
et q qui satisfassent aux trois equations 

smÄ-^ = xX 

dp 

(7.) l cosh *L = i_|i 

dp dp 

. L dX ~ dh 

oü x designe une fonction donnee de la variable p seule. La discussion di- 
recte de ces equations cpnduit ä une equation differentieüe partielle qui s'in- 
tegre sans difficultä *) ; mais en faisant usage de la propriete des lignes de 
courbure planes, de couper Ia surface partout sous le möme angle, la question 
se ramene immediatement ä des equations differentielles ordiuaires. II s'agit, 
pour ce but, d'exprimer que 1'angle (p entre le .plan tangent de la surface F 



*) En effet, en öcrivant pour abröger log lang -5-= \c, on peut remplacer les equa- 
tions (7.) par les suivantes 

, ^ dX ~dw 

dX 
(6.) 1 — 5— s= xXcolgh 
dp 

df xA 

dp sinA 
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et le plan de la ligne de eourbure plane A roste invariable le long de A; 
ou bien oomrae ces differentes courbes planes A sont determinees per 1« 
valeur correspondante de p, que Tangle <p est une fonetion de p. Le plan 
tangent en n passe par t et aa! , donc c'est le plan mene par l et t', ou bien 
le plan osculateur de en o. Menons par le centre d'une sphere quatre 
rayons, paralleles aux droites t, t\ /, V et designons leurs extremites par les 

, m£mes lettres ; joignons t et t, t et /, t et / 
par des arcs de grands cercles dont le dernier 
passera eviderament par /': Nous aurons dans 
cette figure spherique 

*/ = A; r/' = A + |*d>i/ //' = *<//>; Tangle M' — <p. 

En decrivant autour de l, avec le rayon spherique t'l le petit arc t'r, nous 
aurons dans le triangle rectangle infiniment petit tfx 

t f z coiang cp = lt. 

On en derive par differentiation 

iL 

r^M d'A __ df dw | « d*w _ xX dw . dg d*tv 
dpdq ~~ dp dq ' dpdq "~" sinA dq ' dw dpdq 

da 

,.,. d*X xX dh . dX . , 

dpdq sinA" dq l dq 

En ajoutant ces deux equaiions on obüent k cause de -tt— s . . •?— 
* ^ d7 sinA 07 

L'equation -^ — = conduirait ä une surface oü toutes les courbes B du second systime 

sont les developpantes d'une seule courbe 0; c'est le cas des surfaces developpables, 
exclu de nos considerations, pareeque nous avons suppose, que chaque ligne de eourbure 
plane deterroine un plan; U faut donc que Ton egale l'aulre facteur a zero; oela fournit 
l'equation 

•5— 5— +xcotgA -TT- =0; ou -~—z — — r—r*--*— = 0, 
dpdq* * dq ' dpdq~$mh* dq 

d'oü vient, en integrant 

, , 9w x t . 

id.) -* r-r = y{p). 

dp sinA ^ Nr/ 

Ainsi le Systeme d'equations (a.) 9 C*Oi (e) est rcmplacö par les equations (o.), (4.) 
(c'O, en partant desquelles on peut röciproquement parvenir & (c). 
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Mais ft = a — Tl s =tl—t'l=tl—t , V+W = xdp — ~dp 

et t'r =3 sin/7. Pangle///' = smh.zdp, 

oü j'ai designe par x* la seconde courbure de l'aröte de rebroussement de P, 
ou de la courbe ccV.., comrae * en est la premiere. Car en effet, Tangle 
spherique ///' est egal ä 1'angle diedre forme dans la figun precedente par 
les deux plans dont Tun contient / et /, et l'autre /' et /' ou par deux plans 
osculateurs consecutifs de cc'c"... On obtient par lä 

sinA . *'cotang<p = x — -~ — # 

Mais, comme nous avons remarque, cotangy est une fonction de la variable p, 
donc il en sera de mefme de x'cotangy, et Ton pourra poser 



w iEi(f-*) - «'" 



c'est l'equation (V.) de la note. I/equation (8.) est evidemment l'iutegrale de 
l'equation differentielle partielle qui resulte des trois equations (7.) en elimi- 
nant f et il; on peut donc remplacer ces equations par le Systeme suivant 



üää(If~ x ) = ^ p) 



(9.) 



i — ^— = xAcotg/i 



dp 



sinA 



Ü 

dq 



dq 



La premiere relation (9.) est t une de Celles qui deviennent integrables, 
en supposant une seule integrale particuliere connue; j'ecrirai pour ce but 

. , ( -ö- 1 - — k) au lieu de w. Ainsi: 

Designons par A 19 £, ij, £ quatre fonctions de p, dont les trois dernieres 
satisfont a l'equation 

F+ v "+S» = l, 

et posons pour abreger 

gn+r{" + V n = *>; 

si Ton determine les quantites h et X par les equations integrables dn 
prämier ordre 

25 • 
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sin* V dp J sinA, ^dp ' 



1 — -j— = xAcotgA, 

et que Ton introduise comrae constantes d'integration deux fooctions ar- 
bitraires d'une quantite q, les snrfaces a un Systeme de lignes de courbure 
planes sont representees par les equations 

x = | — £'(X+fcos/i)-f -£-f%\nk 

dl 

y = t,- v \k+fcosA) + £fsmh f = sinA-||- 



z = £—Z'{l+feosk)-\-£fB\nk; 



a* 



requation7? = const. appartient au Systeme de lignes de courbure planes, 
et -Täquation q = const. ä I'autre Systeme. 

Breslau, Juin 1857. 
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19. 

Zur Theorie der quadratischen Formen« 

(Von Herrn Lipscfritz*) 



Die Lehre der binären quadratischen Formen in der von Gaufs ge- 
gründeten Theorie der complexen Zahlen ist durch Dirichlet so vollständig 
ausgebildet worden *) * dafs man Untersuchungen Ober quadratische Formen 
aus dem Gebiete der reellen Zahlen in das Gebiet dieser complexen von der 



Form a-\-b]/—l leicht überträgt In einem früheren Aufsatz ist die 
bung zwischen der Formenanzahl einer bestimmten Determinante und der For- 
menanzahl einer andern Determinante, welche von der ersten nur durch einen 
quadratischen Factor verschieden ist, durch elementare Betrachtungen ent- 
wickelt **). Es genügt jetzt darauf hinzuweisen, dafs das entsprechende Pro- 
blem für complexe Zahlen, welches man auch durch die von Dirichlet an- 
gewandten unendlichen Reihen und Producte erledigen könnte, durch dieselben 
Hülfsmittel gelöst wird, deren ich mich damals bedient habe, und die sich aus 
der Transformation einer Form in eine andre durch lineare Substitutionen 
ergeben. 

Die quadratische Form 

(1.) ax 2 +2bxy-\- cf s 
in der a, b, e bestimmte und x, y unbestimmte complexe ganze Zahlen be- 
zeichnen, und deren Determinante b 2 — ac—D sei, geht durch die Substitution 

x = aa?'-f ß/, 

in die Form 

(3.) «V* + 24V/-fcy 2 

über, deren Determinante b n — a'c f = D' = (ad — ßyfD ist. Nach Dirichlet 's 
Vorgang setzen wir voraus, dafs. die complexen Zahlen a, b, c ohne gemein- 
schaftlichen Theiler sind; dann können aber die Zahlen a, 2b, c entweder 

den gröfsten gemeinschaftlichen Theiler 1, oder 1-fj/ — 1, oder 2 haben« und 

*) Recherches sur les formes quadratiques & coefficients et i indeterminees com- 
plexes, d. Journ. Bd. XXIV p. 291 ff. 
•*) Bd. Uli p. 238. 



(2.) 
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diesen 3 Fällen entsprechend heifst die Form (a, b, c) eine Form der ersten, 
zweiten, dritten Art *)• Es sei nun 

9m 9*9 VM ?* 

ein vollständiges System der Formen erster Art von der Determinante />**); 
man wende auf die Form cp x die sämmtlichen Substitutionen (*' •) an, wo 
ad — ßy = p, einer coraplexen Primzahl, ist, unterwerfe die hervorgehenden 
Formen der Bedingung ohne Theiier und von der ersten Art zu sein, und 
ordne sie in Classen , ebenso verfahre man nach der Reihe mit den- Formen 
?2i ••) <Pkf so entsteht ein vollständiges System der -Formen erster Art von 
der Determinante D' = p 2 D, und zwar enthält jede Form (p dieselbe Anzahl 
Formen der Determinante Bf unter sich. Diese Anzahl bestimmt das Ver- 
hol tnifs der Formenanzahl h der Determinante D und der Formenanzahl ti 
der Determinante D 1 , und dasselbe läfst sich angeben, wie folgt: 

Es bezeichne die Characteristik JV die Norm einer complexen Zahl, 

so dafs N(c + dfi^l) = <?+d\ das Symbol (— ) sei =±1, je nachdem D 

im complexen Zahlensystem quadratischer Rest der Primzahl p ist, oder nicht f), 
endlich sei T, U die Fundamentallösung ff ) der unbestimmten Gleichung 

(4.) / a — Du 2 = 1, 

d. h. diejenige Lösung, Für welche, wenn t y u eine beliebige Lösung bezeich- 
net, die Ungleichheit gilt 

l<2V(T+l7yU) <£ JV(*+ tij/0), 

sobald nur 1 <iV(/-f tt^D) ist, und T' y U' die Fundamentallösung der un- 
bestimmten Gleichung 

(5.) t 2 — D't? = 1. 

Dann hat man, wenn p nicht äI-j-^ — 1 ist, und nicht in D aufgeht, die 
Relation 



und wenn j* = lf }/— 1 ist, oder in D aufgeht, die Relation 

(70 * — * logNir+U'YP) {p) ' 

*) Die angeführte Abhandlung Bd. XXIV p. 324. 
••) p. 348 ff. 
t) p> 306 ff. 
tt) p. 337 ff. 
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Der Einfachheit wegen ist angenommen worden, dafa der Quotient der Deter- 
minanten D und D f . das Quadrat einer Primzahl sei ; man bemerkt aber sofort, 
dafs das Verhäitnifs der Formenanzahlerr h und hl in dem Fall, dafs der 
Quotient der Determinanten das Quadrat irgend einer ganzen Zahl ist, durch 
wiederholte Anwendung der angegebenen Satze erhalten wird. 

Ebenso findet man den Zusammenhang zwischen der Anzahl der For- 
men erster, zweiter, dritter Art derselben Determinante, wobei nur darauf zu 
achten ist, dafs das Vorhandensein von Formen zweiter Art an die notwen- 
dige und ausreichende Bedingung Z? = l (mod. 2), das Vorhandensein von 
Formen dritter Art auf gleiche Weise an die Bedingung Z) = ± 1 (mod. 4) 
geknüpft ist. Da die Formen erster Art auf dieselbe Weise von den Formen 
zweiter, als diese von den Formen dritter Art abhangen, so kann man die 
Resultate bis zu einem gewissen Punct zusammen aussprechen. Es sei 

ein vollständiges System der Formen zweiter (dritter) Art; man wende auf 
jede Form die sämmtlichen Substitutionen \*'\) an, wo ad— ßy=l-\-^— 1 ist, 

unterwerfe die hervorgehenden Formen der Bedingung, aus Formen erster 

(zweiter) Art der Determinante D durch Hultiplication mit dem Factor 1-fV — 1 
abgeleitet zu sein, und ordne sie in Classen: so bilden die Repräsentanten ein 
vollständiges System der Formen erster (zweiter) Art von # der Determinante D, 

jede mit \~\-y 1 — 1 multiplicirt. Da nun jede Form <p gleichviel Formen unter 
sich enthält, und man diese Anzahl bestimmen kann, so ist der Quotient d?r 
Anzahl Formen erster und zweiter, zweiter und dritter Art bekannt. Es seien 
diese Formenanzahlen resp. Ii, A,, A jv ferner T 2 , U 2 die Fundamentallösung 
der unbestimmten Gleichung 

(8.) **— Du 2 = 2y=T, 
so dafs 

and T 3 , D s die Fandamentailösung der Gleichung 

(9.) P — Du* = 4, 
so dafs 

1<2 v(Zl±^)^iv(i±^), 
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so ergeben sieb die folgenden Gleichungen 

(10.) D = ±l (mod.4), A = 2A 2 , 

(11.) Dzs + lW-i (tnod.4), Ä=2Ä 2 - i5pr ^±^ r , 
(12.) D = ±\ (mod.(l-fy=l) 5 ), *, = *,, 

(13.) D==±b (mod.(l-f7-l) 8 ), ^ = 3*, /T . t ,/n, • 

Die beiden ersten setzen D=\ (mod. 2), die beiden letzten D=+1 (mod.4) 
voraus, wie es durch das Existiren von Formen der zweiten oder dritten Art 
bedingt wird. 
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20. 

Über die der Einwirkung der Schwere entzogenen, 

aber unter dem Einflüsse der Erdbewegung roti- 

renden Körper. — Theorie des Foucault 'sehen 

Gyroscops. 

(Von Herrn Ed. Lottner zu Lippstadt.) 



Einleitung. 

JDald nachdem Foucault durch die Drehung der Schwingungsebene 
eines Pendels die tägliche Rotation der Erde nachgewiesen hatte« gab er die 
Construction eines von ihm mit dem Namen „Gyroscop" bezeichneten In- 
strumentes, welches nicht nur das erwähnte Factum bestätigt, sondern unter 
gewissen Bedingungen die Lage des Meridians des Beobachtungsortes so wie 
die geographische Breite desselben ohne astronomische Hülfsmittel angiebt. 
Eine Abbildung und Beschreibung desselben nach den wirklichen Proportionen 
findet man im dritten Bande der populären Astronomie von Arago, so wie 
in der Note Foucault' s in dem „Exlrait des Comptes rendus des seances de 
l'Academie des Sciences tome XXXII et tome XXXV." Das Gyroscop hat 
im Wesentlichen die Einrichtung der Bohnenberger'schen Maschine und be- 
steht aus einem metallenen, um eine verticale Axe. mit möglichst großer Be- 
weglichkeit drehbaren Ringe 81; derselbe trägt einen zweiten, um eine hori- 
zontale Axe drehbaren Ring 8 und dieser wiederum die jene rechtwinklig 
durchschneidende Axe einer mit grofser Geschwindigkeit sich um dieselbe 
drehenden schweren Scheibe von Bronze £ von. 7^ Centimeter Durchmesser. 
Durch eine besondere Vorrichtung wird dieser Scheibe eine 8—10 Minuten 
dauernde energische Rotation mitgetheilt. Da sie der Einwirkung der Schwere 
durch die Construction des Apparates entzogen, sonst aber vollkommen frei 
beweglich ist, so würde ihre Axe, wenn die tägliche Umdrehung nicht statt- 
fände, bei jeder beliebigen Stellung im Gleichgewichte sein. Das ist .aber 
nicht der Fall, und wenn man Foucault s Beobachtungen zusammen fafst, so 
kann man die Erscheinungen, welche das Gyroscop darbietet, folgendermafsen 
oharacterisiren : 
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1) „Bei vollkommener Freiheit der Bewegung ist die Axe der Scheibe* 
„nur dann im relativen Gleichgewichte, wenn sie der Erdaxe parallel steht, 
„und zwar ist das Gleichgewicht stabil, wenn bei dieser Stellung die Scheibe 
„im Sinne der täglichen Umdrehung rotirt, und labil im entgegengesetzten 
„Falle. Bei einer andern Stellung vollführt die Axe Schwingungen, die 
„symmetrisch in Bezug auf die Gleichgewichtslage sind und mit den Schwin- 
gungen eines Raumpendels um die Yerticale herum Aehnlichkeit haben." 

2) „Ist die Axe gezwungen sich in einer gegen die Erde festge- 
stellten Ebene zu bewegen, so ist sie nur dann im Gleichgewichte, wenn 
„sie der Richtung der Erdaxe so nahe als möglich kommt . oder, anders aus- 
„gedrückt, wenn sie in die Projection der Richtung der Erdaxe auf die ge- 
kannte feste Ebene fällt. Das Gleichgewicht ist stabil oder labil ganz wie 
„in (1). Bei einör andern Stellung vollführt die Axe Oscillationen um die 
„Gleichgewichtslage und würde also, wenn die Rotation hinlänglich lange 
„dauerte, in Folge der Widerstände wie ein Pendel zur Ruhe kommen." 

Daraus folgt, dafs wenn die Axe nach FoucaulCs Einrichtung \m 
Horizonte sich bewegen mufs, sie die Bestimmung des Meridians, und wenn 
sie gezwungen ist sich im Meridiane zu bewegen, sie die geographische Breite 
des Beobachtungsortes liefert. 

Die Gleichgewichtslage ist theilweise bereits von Bertrand im October- 
hefte 1856 des Liouville'scheji Journals mittelst der Potnjrol'schen Drehungs- 
theorie nachgewiesen worden. Die Betrachtung der Oscillationen ist jedoch 
daselbst nur nebenher abgehandelt und ergiebt kein genaues Resultat. Die 
nachfolgende Abhandlung fafst das Problem rein analytisch' auf. Die Resultate 
stimmen in Bezug auf die Lage des Gleichgewichts vollkommen mit den 
Foucaulfschen Beobachtungen überein; aufserdem sind aber die Gröfsen, 
welche die Lage der Axe, so wie den Drehungswinkel der Scheibe zu einer 
beliebigen Zeit angeben, explicite durch die Zeit ausgedrückt und die Dauer 
der Oscillationen. sowohl in vollkommener Strenge als zugleich angenähert 
angegeben. Nachdem diese Arbeit bereits fast ganz vollendet war, und ich 
schon einige Resultate (namentlich No. 5) Herrn Professor Weier straf* brief- 
lich mitgetheilt hatte, erhielt ich durch Herrn Foucault eine eben in den 
„Nouvelles annales des Mathematiques tome XIV" erschienene analytische 
Abhandlung des Herrn Yvon Villarceau über denselben Gegenstand. De 
in derselben jedoch die Bewegung der Axe in vollkommener Freiheit nicht 
betrachtet und die Lösung des Problems da, wo es sich um die Integration 
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durch die elliptischen Functionen handelt, i rieht in der schönen analytischen 
Form vermittelst der Transcendenle ausgeführt ist, welche Jacobi zuerst 
in den mechanischen Problemen anzuwenden gelehrt, und welche von Herrn 
Professor Richelol und Dr. Dumas öfter mit Erfolg benutzt worden, auch 
» die Art und Weise, wie Herr Viltarceau zu den Differenzialgleichungen 
gelangt, von der meinigen ganz verschieden ist; so habe ich nicht Anstand 
genommen, meine Arbeit in diesem Journale zu veröffentlichen. 

Ich will aufserdem noch bemerken, dafs wenn der erste Ring nicht 
vertical, sondern beliebig gestellt ist, man für die Gröfse b, welche die geo- 
graphische Breite bedeutet, den Winkel setzen mufs, welchen die Axe des 
Ringes mit der Ebene des Erdäquators macht. 

• • . 
Bestimmung der Coordinaten. 

Denkt man sich das Instrument von allen Zufälligkeiten entblöfst und 
in- möglichster Allgemeinheit anfgefafst, so hat man die Bewegung eines 

« 

Systems von drei Körpern zu betrachten, die mit einander in nachfolgender 
Weise verbunden sind; 

21 sei ein nur um die verticale Axe &0& ohne Reibung drehbarer 
beliebige^ Körper; um eine mit ihm unveränderlich verbundene horizontale 
Axe AlQZ^ drehe sich ein zweiter Körper SB; mit diesem wiederum sei un- 
veränderlich eine gegen T z OZ z senkrechte Axe Z f 3 OZ 3 verbunden, um welche 
ein dritter Körper (S mit beliebiger Geschwindigkeit rotiren kann. Der Punkt O 
wird somit während der Bewegung, wenn das System sich nur drehte, nicht 
fortschritte, fest bleiben, und der Körper (£ sich in jeder beliebigen Richtung 
drehen können. Es seien ferner, dies sei vorläufig die einzige Annahme, die 
genannten drei Axen Hauptaxen der drei Körper. 

1) Die mit den Körpern fest verbundenen Coordinatenaxen seien 
für den Körper 21 die Axe 0£ 3 und zwei darauf senkrechte ©2J 3 , OX 3 
-- . © . • O-F, - - - - 0Ä„ OZ, 

_ . . g . - oz 3 - - - - or„ ox> 

Die hierauf bezüglichen Coordinaten eines Punktes 

!des Körpers 21 seien y 3 , y 3 , jj 
- » - &, %, & 
- <t - *„ y 3 , *s 

Dieselben sind von der Zeit vollkommen unabhängig. Die Körper mögen, um 

26* 
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die Betrachtung anschaulich zu machen, zuerst so gestellt sein, dafs 03£ 3 , 0^ 3 , 
OX 3 zusammen in die Ebene des Meridians nach Süden hin, 0£ 3 , OZ z ^ OZ* 
in den von O aus nach dem Mittelpunkt der Erde gerichteten Theil der Verti- 
calen, 09J 3 , 0Ä$, 0Y 3 senkrecht dagegen in die Richtung nach Westen fallen. 
2) Man denke sich jetzt 0Z Z um einen Winkel rp gegen den Meridian 
von Osten nach Westen (entgegengesetzt der täglichen Umdrehung), 0X Z um 
einen Winkel <p von Westen nach Osten (im Sinne der Umdrehung) gedreht 
und zugleich 0Z 3 um einen Winkel & von der Verticalen entfernt, so dafs 
OX z sich Ober der Horizontalebene erhebt. Dann seien die Coordinaten eines 
Punktes der drei Körper bezogen auf die drei neuen mit der Zeit beweglichen 
Axensysteme, respective 

^2 9 Yl 1 ^2 1 52 * ^2 * &M *2 1 ^2 9 J2 1 

und die Cosinus der Winkel, welche das neue System der 02f 2 , 0F 2 , 0Z 2 
.mit dem alten macht bezüglich 

a i9 61, c x 

02, $2* c 2 
*3> &3* *3> 

so dafs 

(x 2 = a I « 8 +S 1 y , s + c,* 3 
(2.) ]y 2 = a 2 x 3 -|-B2y3-fc2*3 

Diese Cosinus drücken sich alsdann bekanntlich, wie folgt, aus 

1 

a t = cos & sin y sin <p -f cos ^/ cos tp, a% = cos # cos rp sin y — sin 1// cos y 

fr, = cos 5- sin v cos y — cos xp sin <p, B 2 = cos # cos y cos (p -fsinysin y 

c, = sin # sin ^ c 2 = sin # cos V 

a 3 = — sin # sin y 
B 3 = — sin ^ cos y 
c 3 = cos &. 

Man erhfllt Ahnliche Ausdrücke für £ 2 , 172, £ 2 , wenn man in den neun Co- 
sinus den Winkel <p = setzt, da bei dem Körper 33 keine Rotation um die 
neue Axe OS 2 stattfindet; ferner werden x 2 <> h*> h erhalten , wenn <p und 
& = gesetzt werden, da 31 nur um die Yerticale sich dreht. Weil jedoch 
wegen der Menge der Buchstaben, die noch später eingeführt werden müssen, 
die Uebersicbt sehr erschwert werden würde, so sollen die Werthe von &, 
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tyi* £29 X29 hf h nicht hingeschrieben, sondern im Folgenden einfach ans denen 
fflr ar 2 , y 2 , s 2 abgeleitet werden. 

3) Man transformiere jetzt die Coordinaten auf ein neues Axensystem. 
Die neue z t Axe werde parallel der Erdaxe nach Süden hin gezahlt, die x x 
Axe senkrecht darauf in der Ebene des Meridians von aus in der Verlän- 
gerung des Radius des Breitenkreises, die y t Axe möge dieselbe wie die y 2 
Axe sein. Bezeichnet man alsdann die geographische Breite mit b, so ist 

Ix x = x 2 sinb — z 2 cosb 
r 1 = Y* 
z t = x 2 cosb-\-z 7 s\nb 

Substituirt man die Werthe von x 2 , y 2 , z 2 in (3.), so ergiebt sich 

(4.) )y X — Ä2^S + *2y3 + ^2«3 

(*i = **s + *»J» + *s*si 
WO 

a t = a t sinA — a s cosA = (cos#sint//sinA-j-sin#cosA)sinqp-f cos^sinAcos^p 
b t ss fcjginA — b s cosA = (co$&8\n\psinb-\-s\n&cosb)coB<p — cosfps'mbsmtp 
c t ssc t sin6 — c, cosA = sin & sin V sin b — cos # cos A 
a t = 0, = cos # cos V sin 9» — sin ^ cos 9 

(5.) (b t =b t = cos&costpco8<p±8inip8\n(p • 

c,sc, = sin* cos t// 

a s =s a t cosA-f a,sinA ss (cos#sint//cosA— sin # sin A) sin 9» -f cosycosAcosy 
A s = t t cosA-j-b,sinA # s= (cos#siny/cosA— sin d* sin A) cos 9» — cos t// cos A sin y 
e, ss c t cos A -f c, sin A == sin & sin ^ cos A-fcos & sin A. 

Die neun Cosinus a 19 A x , c 19 a 2 , A 2 , c 2 , a,, A 3 , c 3 , welche von den drei 
veränderlichen Winkeln &, <p, \p und dem constanten b abhängen, mögen durch 
drei analoge Gröfsen #*, y x , Vi ausgedrückt werden, die die Lage der Kör- 
per gegen eine mit dem Erdäquator parallele Ebene und gegen die Erdaxe 
ganz ebenso bestimmen, wie die frühem &, cp, tp, die Lage gegen den Hori- 
zont und die Verticale angaben. Analytisch drückt sich dies* durch folgende 
Gleichungen aus: 

n 1 = cos &i sin xfj l sin (p t -f- cos lp t cos (p t 
(6.) {b t s= cos^sin^cos^i — cos^isin^ 
Ci — sin^siny/i 
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(••). 



a 2 = cos & t cos Vi sin (p L — sin ip t cos <p t 

b 2 = cos &l cos \p t cos y A -[- sin tp t sin y t . 

<? 2 = sin ^ cos ^ 

a 3 = — sind^ sing?/ 

4 3 = — sin & k cos ^ 

£ 3 = C0S#i. 

Es kann kein Bedenken erregen, dafs bei der Gleichsetzung der Ausdrücke 
in (5.) und (6.) vier Größen vermittelst neun Gleichungen durch drei neue 
ausgedrückt werden, zu deren Bestimmung schon drei Gleichungen genügten. 
Dafs ein Widerspruch dabei nicht auftreten kann, leuchtet aus der Natur der 
Sache ein, weil man sogleich die j? 3 , y 3 , & 3 in die ar M y n z L hätte trans- 
formiren können und die Wahl der Coordinatenebenen bei vollkommen freier 
Bewegung des Körpers Q willkürlich bleibt. Die Richtigkeit läfst sich aber 
auch abgesehen von aller geometrischen Bedeutung analytisch nachweisen. 

Zu dem Ende constrnire man ein sphärisches Dreieck, 
dessen Seiten fr> #,, 90°— * sind. In ihm werden die ge- 
genüberliegenden Winkel nach der Yergleichung der Glei- 
chungen (5.) und (6.) respective (Hf-f y^, 90' — tp, <p—<pi 
sein. Das Dreieck drückt die Abhängigkeit der in Be- 
tracht kommenden Gröfsen vollständig aus, und gewährt 
grofsen Vortheil bei der Rechnung. Man kann nämlich 
statt der sechs ersten in (5.) und (6.) gegebenen Re- 
lationen die folgenden einführen: 

cos & sin y cos 6 — sin & sin b = — sin ^ cos (<p — <p t ) 
cos t// cos £ = sin ^ sin (<p — yj, 

cos & cos \p = cos #i cos Vi cos (<p — <p t ) — sin Vi sin (<p — <p t ) 
sjny/== cos^cosi/^ sin(<p — y^) -j-sim/^cos^ — yj, 

cos & sin ip sin b -f sind- cos b 

== cos &i sin Vi cos (<p — q> x ) -f- cos Vi sin (y — <pt) 
cos \p sin b = -5 cos & t sin Vi sin (y — (p t ) -j- cos Vi cos (y — ^), 

welche sämratlich durch Formeln, die für das sphärische Dreieck gelten, und 
mit Hülfe einiger Hülfslinien nachgewiesen werden können. 

4) Man nehme jetzt noch die letzte Transformation vor. Der An- 
fangspunkt der Coorclinaten werde in den Mittelpunkt der Erde verlegt, die 
Axe der a^, welche an der Rotation der Erde TheU nimmt, möge nach der 




für a 3 und 6 3 : 



für a 2 und b 2 : 



für a t und b x : 
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Zeit t sich um einen Winkel x von einer im Weltenraume als unveränderlich 
angenommenen Ebene in der Richtung von Westen nach Osten entfernt haben. 
Die neuen Coordinatenebenen sind jetzt der Erdäquator, die eben genannte 
und eine darauf senkrechte Ebene. Die positiven z mögen jetzt nach Nor- 
den hin gezahlt werden. Die Abstände des Punktes O von den drei festen 
Ebene» seien a ^ b \ c und q der Erdradius. Dann hat man: 

!x = Oo+Xicosx — Xisinx 
y = io + xtünx + yicosz 
z = 4J—*!, 

wo ö = pcos^cos6, £ = P sin# cos A, c = QS\nb. 

Hatte man unmittelbar das System der ar 3 , y 3 , z z Axen in das der 
x > ff z > transformirt, so wäre folgende Transformation gefunden worden, 
durch welche die Lage eines Punktes der drei Körper gegen drei im Welten- 
raume unveränderliche Axen bestimmt wird: 

Ix t= Hü-ffl#3-f by z -\-ez l 
(8.) )y = b {) + «**,+ A'y 3 + c'z> 

[z — 4, + ^'*i + *">•» + c "*" 
wo dann 

a — a L cos/ — a 2 sin#, 

(9.) \b = b L cos# — b 2 sin/, 

c = CiCosx — c 2 s\nX f 

erhalten worden wäre. 



a'-- 


= a 1 sin/4-«2 C( > s X> 


a" = -«, 


b': 


= ft,sin/-f b 2 cosx, 


*" = - ft, 


c' = 


= c 1 sinx-{-c 2 coax, 


c"=-«, 


ilgi 


»schwindigkeit der Erde = w, so wird : 



X = ">'. 

Ganz entsprechende Ausdrücke erhält man für £, tj, £, r, 9, j, wenn man 
bezüglich y = 0, und <p = 0, # = 0, setzt. 

§.2. 

Bestimmung der halben Summe der lebendigeti Kraft. 

Nach diesen Praeliminarien sollfen nun die Differenzialgleichungen der 
Bewegung aufgestellt werden, und zwar zunächst mit der Annahme, dafs 
beschleunigende Kräfte auf die Körper wirken. Seien also -X, Y, Z, S, H t Z, 
3E, 9J, 3 die Gomponenten einer beschleunigenden Kraft, die bezüglich die Ele- 
mente dm des Körpers (£, dp des Körpers 33, dm des Körpers II sollicitiren. 
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In allen Fällen, die mit dem vorliegenden Probleme Aehnlichkeit haben, 
ist es am sichersten, wenn man von der Lagrang e* sehen Form der Diffe- 
renzialgleichungen Gebrauch macht. Wiewohl die Methode durchaus nicht die 
kürzeste und anschaulichste ist, so bleibt man beim Befolgen derselben am 
meisten vor Irrlhümern bewahrt, weil dieselbe keine Betrachtung der statt- 
habenden Bewegung, Zerlegung von Kräften nnd Geschwindigkeiten fetc. er- 
fordert, sondern einfach durch Rechnung zum Ziele führt. Sollte voraus- 
sichtlich die endliche Integralion nicht gelingen, so ist es vorteilhaft, die 
Jacobi- Hamilton sehe Form zu gebrauchen (wie dies vom Professor Richelot 
und Dr. Dumas geschehen), weil sie die beste Form der Störungsgleichungen 
liefert. Im vorliegenden Falle gelingt aber die Integration vollkommen. Das 
Lagrange'sche Theorem lautet: 

„Man drücke sämmtliche Coordinaten des körperlichen Systems durch 
„Gröfsen aus, welche die Bedingungsgleichungen identisch erfüllen, oder (was 
„genauer auf alle Fälle pafst) man drücke sie durch andere vollständig von 
„einander unabhängige Variable aus, die mithin auf die möglichst kleinste 
„Anzahl gebracht, und von denen- die Lage des Systems im Räume abhängt. 
„(Solche sind in unserem Falle, die Winkel &, (p, y> oder #,, <p t , r//,). Diese 
„Variabein substituire man in den Ausdruck für die halbe Summe der leben- 
digen Kraft 

„wo die Summe auf alle Punkte des Systems ausgedehnt wird. T wird 
„dann die Gröfsen &, <p, y, -^— = &', -^- = (p', -S.s=y/' enthalten. Be- 
zeichnet man nun die Kräftefunction mit V, so dafs 

dV = 2m (Xdx -f- Ydy + Zdz) , 
„wo x, y, z, ebenfalls durch 9-, cp, y, ersetzt sind, so sind 

8T 



d- 



d&\ dT dV 



d- 



dt d& t d&, 

dT 

d<f\ dT dV 







rf. 



dt dtp k d(p t 

dT 

dtp', dT dV 










dt dtff t dip t 

,die Differenzialgleichungen des Problems. 
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Nun wird zwar in dem Beweise von Lagrange (Mecanique analytique II, 
section IV) angenommen, dafs die x, y, z aufser den unabhängigen Variabein 
#i> <Pn Vi die Zeit t nicht explicite enthalten, was im vorliegenden Falle 
nicht pafst, weil in x, y, z der Winkel x — wt vorkommt. Da aber Vi etile 
(Cours complementaire d' Analyse et de Mecanique rationnelle) nachgewiesen 
hat, dafs die aufgestellten Differenzialgleichungen auch in diesem Ausnahmefalle 
gelten, so kann hier unbedenklich davon Gebrauch gemacht werden. 

Die halbe Summe der lebendigen Kraft wird hier, wo drei körperliche 
Systeme in die Betrachtung eingehen, die Form haben: 



+*/(£+£+&)*». 



wo die dreifache Integration sich auf alle materielle Punkte erstreckt. Aus 
(8.) folgt, weil ar 3 , y 3 , s 3 , f 3 , iy 3 , £ 3 , y 3 , p 3 , j 3 von der Zeit unabhängig sind, 



dx da a . du x db , de 



dt dt ' 3 dt ' •" dt ' 3 dt 

/■4t%^ i dy db t , da! , dV , dt? 

dz _ dc , rf«f, rfA" , <fc" 

nebst Ähnlichen Formeln für -—, -~, -—- etc. ... 

Man erhebe jetzt ins Quadrat, addire und nehme das Integral. Be- 
denkt man, dafs die Integrale /x^y z dm 9 fx l z l dm 9 ly^z^dm . . . etc. ver- 
schwinden, weil die Axen der # 3 , y 3 , z z etc. Hauptaxen in Bezug auf den 

de 

Prnkt O sind, und dafs -^- = ist, so wird erhalten: 

+ C-3F + W + SrU* 4 * + (-3F + -3P- + TT)/ «* *» 

+«ÄT + *X!A*'+ «(£4 + £4fV»* 

+"(£4+44y"%*-+ 



. • * • 



Die Integrale J x z dm etc. drücken die Coordinaten des Schwerpunkts multi- 

Journal für Mathematik Bd. LIV. Heft 3. 27 
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# # # 
plicirt mit der Masse des Körpers aus. Bezeichnet man sie also mit d? 3 , y 3 , 3 3 , 

so wird Jx* dm = Mx y , /y 3 dm = My 5 , Iz^dm = ilfe 3 . Die Summe, in 

welcher die drei Integrale I x\dm y /yidm, jz\dm vorkommen, iäfst sich auf 

elegante Weise dnrch drei neue Gröfsen p, q, r ausdrücken, wie dies von 
Prof. Rickelot in seiner Abhandlung: „Ueber das Problem der Rotation eines 
festen Körpers, auf welchen beliebige Kräfte wirken", geschehen ist. Es 
sei nehmlich: 

c dt^ c dt + c nr — \ ö dt^° dt t° dt) — p 

s4o-\ 1 <* c i 9 de? x „ dd 1 f da , # daf , „ daf f \ 



,da , ,,</«' , ,„ de/' f db , , db' , „ db"\ 



r. 



Bezeichnet man ferner mit -4, ß, C die drei Trägheitsmomente des Körpers (J 
in Bezug auf die durch den Punkt O gehenden Axen, so dafs 

fdm(yl+zl) = A 

Jdm(zl + xl) = B 

fdm(xl+yi) = C, 
so wird: 

( t4 0r =w+iV+<VHiKJ(&£+££)4+(^+£f);, 

+ (^* + ^^)4[ + i iff^cos a *aiHeinem ähnlichen Aus- 
drucke in Bezug auf die Körper 31 und 33. 

Die Gröfse KAp^Btf + Cr 2 )^ wird für die Behandlung des Foucault- 

schen Gyroscops allein mafsgebend sein. Die Summe der beiden letzten Glieder 
von T y von denen das erste von den Coordinaten des Schwerpunkts abhängt 
und das fetzte keine der unabhängigen Variablen enthält, bezeichne man des- 
halb kvz mit F, so dafs 

(15.) T = i(Ap 7 + Bq 2 + Cr 2 )-\-F+etc.... 

Um nun die notwendigen Differentiationen auszuführen, müssen die Gröfsen 
P> <l> r nach #' t , (p[, & in (px differenziirt werden. Sie drücken die rechtwink- 
ligen Seitengeschwindigkeiten der Geschwindigkeit der Umdrehung um die 
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Axen Ar,, Oy 3 , Oz y aus. Zerlegen wir sie der Bequemlichkeit der Rechnung 
wegen in die analogen Gröfsen der Umdrehung um die Axen Ox, Oy, Oz, 
Ox x , Oy M Oz t und fahren die Rechnung ganz allgemein aus, weil mehrere 
specielie Fälle später gebraucht werden. Es sei also 1 

wo a, ß, y die Coefficienten der SobstiluUon (7.) sind 

Ied s= cos/, etj = sin/, a, = 

& = - sin* A = cos/, Ä = 

Die a, #, c, o', b', d, a", b", c" würden sich in der allgemeineren Bezeich- 
nung von (9.), wie folgt, ausdrucken 

I fl==öt«i+a»/?i+«jr», *«=*iOi+*»A+*»yi* «=«i«rH r «/*H"«3y» 

(18.) [a' = a I a,-|-a,/J l -f«,y 1 „ ^ = ^«,-f *, &-{-©>», «* = <tf*»+«i A+«iy» 
durch Differenziation nach t wird erhalten: 

dt — Cl dt T *-# -t *-# T a * -dt TPi-sr-tn & 

Multiplicirt man nun diese drei Gleichungen respective mit b i a l -\^b 2 ß x -\-b 3 y l s=:b, 
b,a t -{-b i ßtj-b 3 jr % =b', ha^btßj-j-bifo—b", addirt, berücksichtigt die zwischen 
den a, b, c, a, ß, y bestehenden Bedingungsgleicbnngen und die Gleichungen 
(13.) und (16.), so erhält man 

P = /»i + (*jC» — ^f»)i»{ + A«i — *i^)fi + (*ift — *»«i)ri. 
Es ist aber bekanntlich 

b z C) — b 3 c t = a t , bjCi — b t c 9 = a ti b t Ci — ^^eso,, 

so d fs sich der vorstehende Ausdruck umwandelt in: 

37* 
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p = yi + fliPl + ^yl + ^K* nnd analog 
(19.) (g = fl + b lP \^b 2 ^b,r[ 

ein Resultat, welches man auch geometrisch hätte ableiten können, da die Zer- 
legung der Umdrehungsgeschwindigkeiten nach denselben Gesetzen wie die 
der Coordinaten geschiebt. In Folge der Formeln (16.) und (17.) wird im 
speciellen Falle 

/>; = 0, fi = O f < = w, 
ferner ist 

sin q>i sin & x yj[ — cos (p t &i 

(20.) (g k = cos <p t sin & t y/ t -f- sin <p t &[ 

— cos^^l + yi- 
Daraus folgt: 

p x -\-a z vo = sin (^ sin #j (t/4 — co) — cos<p t &[ 
(21.) {g = yi + A 3 co = cos^sin^ifyl — co)-f siny^ 

rx + CiW = — cos#i(y4 — «0-fvi* 
Demnach erhalt man für die lebendige Kraft: 

(220 2T = ^(sin^sin^vi — co) — cosy^) 2 
-fÄ^osyjSin^,^ — cöJ + siny^iy+C^J — cos^C^i — a>)) 2 +F-}-etc 

Es müssen nun noch die Theile der Summe der lebendigen Kraft näher be- 
stimmt werden, die von den Körpern II und 33 herrühren. Der von 33 her- 
rührende Theil wird erhalten, wenn (p = wird. Wäre man von der Sub- 
stitution (2.) sogleich in (8.) übergegangen, so hätte man setzen müssen 

x = flb+«i*a+Äy*+yi*a 

wo 

Sotj = cos x sin 6, <h = sin^sinft, 

Ä = — «in*, & = cos*, 

fi = — cos#co8Ä, y 2 = — sin^cos*, 

Benutzt man nun die Zerlegung in (16.) und (19.), so hat man durchweg 
für die lateinischen Buchstaben a A , ft 19 c t die deutschen a t , &i> Ci etc. zu 
setzen, und eine leichte Rechnung ergiebt 



<H = 


= — cos* 


Ä = 


= 


r* = 


= — nnb. 
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p = siwpsin&rfj' — co8q>&'-\-(a l co8b-^a i shkb)w 
(24.) \q = costpsin&yj' -\- sin<p&' -{-(hgCOsb^htBinfyü) 
r = — cos#v'"f V* 4" (Cicosft-fcj sinB)co. 
Ans der Vergleichung von (24.) und (21.) folgt 

isin^sindiVi — cosy^i = sin <p sin &\f)' — cosy^' 
cosy 1 sin^ 1 y^-|' 9 * ll 9 ? i^i = cosysin#v'*f s\n<p&' 
— cos^vi+yi = — cos#vH"V'* 
Da bei dem Verschwinden von <p, & und xp ihren allgemeinen Werth beaalten, 
so wird dies bei & i und Vi ebenfalls der Fall sein, weil sie nur Fnnctionen 

von & und v sind. <p t wird dagegen einen Werth <p k annehmen, der eine 
Function von & t und Vi sein wird. 

Durch Elimination von rf/ aus den Gleichungen: 

cos^iSin^iVl-f sin^^i = sin #v' 

— COS#iVl + <p[ === — cos#v> 
wird 9>i als Function von vi UQ(t #1 dargestellt. Verbindet man damit die 
Relationen, die sich aus dem sphärischen Dreiecke ergeben: 

I. — cos A cos t//, — sin 6 sin #.4- cos 6 cos & sin v/ t 

cos# = cos ^ sin A — sin #i cos 6 sin Vi ? 

so kann man leicht p, q, r, die analogen Gröfsen von p, q, r für den Kör- 
per © in Functionen von # M Vn #m Vi ausdrücken und findet: 

sin^sin^vi — a>) — cosyi#i 

cos b cos y t sin# t M— w) sin 6 sin #, -f cos 6 costft, sin y t «, 

sln^ sind* * 

cos q>i sin & k (vi — ai) -f- sin g^ #i 

(27.)< sinftsin^ t -f cosAcos^sint/;, / , > • a cos 6 cos y t a , 

\ iST? HVi-°>J«n*i sin^ *' 

= — cos^^vl — co)-fyi 

= cos*(sip», siny, sinft+cos», eosb) c6§b eos y fC08& 

i dem Körper 8 verschwindet # and <p zugleich, also ist 

Ji = -90», $ = 0, 
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folglich 

p = tocosÄcosy/, 

q = co cos £ sin y/, 
r = (osxnb — y/, 

wo y und v' <ta™h & t , y^ &[, %fJ x aasgedröckt werden müfste. Der voll- 
ständige Ausdruck für die lebendige Kraft wird also: 

2T = ^+»1»+^+^+^ 

Die Krtftefunction soll nur für den Fall aufgestellt werden, wenn die Schwere 

g wirkt. Dieselbe macht mit den Axen Winkel, deren Cosinus bezüglich 

— , — , — etc. 
P P P 

sind. Also ist 

jr=-ü£., F--Ä-, Z=— C etc., 
folglich 

</F = — £jdm(xdx-{-ydy-\-zdz)-{-e\c. 

und in Folge von (5.) und (6.) 

F« -l#*M-(J + » + C)A 

§• 3. 

Aufstellung der Differentialgleichungen in Bezug auf das FoucaulVsche 
Gyroscop und Integration derselben in dem Falle, wenn die Axe der Scheibe 

vollkommen frei ist. 

Nachdem der Ausdruck der lebendigen Kraft in der gröfsten Allgeroein- 
heit aufgestellt, soll jetzt bei der Bildung der Differentialgleichungen nur der 
specielle Fall des Foucault'schen Gyroscops in Betracht gezogen werden, 
weil die endliche Integration im allgemeinen Falle nicht gelingen würde. Mit 
Absicht ist aber die allgemeine Form bis hierher beibehalten, weil man von 
derselben interessante Anwendungen namentlich auf ein Pendel, welches um 
eine feste Axe unter dem Einflüsse der Erdbewegung schwingt, machen 
kann, wie ich bei einer andern Gelegenheit zeigen werde. Die Bewegung 
der Erde macht nehmlich Correctionen der Uhren nöthig. 
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Das Gyroscop ist dem Einflufs der Schwere dadurch entzogen, dafs 
der Punkt der Schwerpunkt der drei Körper ist. Man hat also 

i = 0, y 3 = 0, i = 0, £ = 0, % = 0, £, = 0, y 3 = 0, J 3 =0, &=(>. 

Ferner sind die Körper Rotationskörper und zwar ist für den Körper (£ die 
Z s Axe, für den Körper © die i/ 3 Axe, für den Körper 21 die % Axe die 
Rotationsaxe. Folglich : 

Die Gröfsen F, F', F" reduciren sich auf die Constanten IMq 2 o> 2 cos 2 b, 
±M f Q 2 a) 7 co8 2 b ) \M" q 1 w 2 cos 1 b ; also gehen dieselben bei den Differenziationen 
aus den Gleichungen heraus. Ebenso reducirt sich die Kräftefunction V auf 
ei ob Constante. Man behält also für den zu differenziirenden Ausdruck: 

(28.) T = i {A(p'+q>) + Cr'} + 1 {^+B'(y'+Ö}+ *{ J'J'+JT^-f ?)}. 

Nehmen wir ferner an, dafs die Masse der Ringe % und 33 gegen die Masse 
der Scheibe S zu vernachlässigen ist, so kann man -4' = 0, J?' = 0, -4" = 0, 
B" = setzen. Die Beibehaltung dieser Gröfsen würde der Integration grofse 
Schwierigkeiten entgegensetzen, weil die trigonometrischen Functionen des 
Winkels Vn die sonst ganz aus den Differentialgleichungen herausgehen, stehen 
blieben. Nur in dem Fall, wenn die Axe des Gyroskops nicht vertical, son- 
dern in die Richtung der Erdaxe gestellt ist, also b = 90°, würde keine be- 
sondere Complication entstehen« Die Trägheitsmomente Ä, B\ C, Ä\ B", 
C" können also hier mit in Rechnung gebracht, müssen aber in einem andern 
als dem genannten Falle weggelassen werden. 

Setzt man jetzt die Werthe von p, q, r nach (21.) und (27.) ein, 
so wird 



(29.) 2T = AtW + stf&tM-wft + Ctyi-cos&M^ 

-.(a+aw, ^=C( 9 >;-cos* 1 (v/;-oi)), 

( A -fflOsin^Cv; — co) — C(9i — cos*! (yl — co)) cos*! 

-f C cos 2 & t ( y/[ - a>) -f C" (yl — w) , 




(A 4-1T— C')(v; — co^sin^, cos*! 

+ c op[ - cos & t (v; - »)) (vi — «o »»• #1 , 



0, £f- = 0. 



(34.) { 
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Die zu integrirenden Differentialgleichungen würden also sein: 

(A-\-A')W = (A+B'— C'Mt — co) 2 sin ^ cos ^ 

-f- C(jp\ — cos #i (yj[ — co)) (y/[ — a>) sin & t , 

(31.) Mcyj— eoi»,(»;--»)) ^ 

~ {( j +ß') sin^,(v; — co) - co; - cos^tv; — «)) c <w*i 

-J- C" cos 2 *» (vi - co) + C"( vi — »)} = 0. 
Es ergeben sich sogleich die beiden Integrale 

(32.) <p\ — cos & t (vi — to) = A 
(33.) (^i+ilOsin^^vl — co)- CAcos^+C'cos'^Cvl— co)+C"(vl— «>)=*, 
Um die Constanten d and / 2 zu bestimmen, sei im Anfange der Bewegung 
& t == «, vi — 0, &\ = 0, Vi = 0, # t = 0, c/>l = n. 
Dann wird 

(, = n-ftocoso 
4 + C^cos« = -a>{(A+B'-C , )sm i a + C'+C"}. 
Ans (33.) folgt: 

,„_ ^ , l t -\- Cd, cos-J 1 ! / t -}- C/ t C08# t 

(dO.J Vi-» *= (J+Ä»_C')sin'*,+C'+C" 2¥ 

(36.) (^+^)^^W^- p ^ w ^)W I co^ > +^ ft +^^' ) tingk. 

Die letzte Gleichung werde mit 2rf# 4 multiplicirt und darauf äie Integration 
ausgeführt : 

(37.) (A +A )&? = / 3 - & + **£»*)* , 

wo 

Es folgt daraus: 

K»°J n T ;• y^ ( ^ +JB r + c^-(ul+Ä'— C^cosV^-t^+Cj; cos*,) 1 

1. Beschranken wir uns nun auf den Fall, wo die Trägheitsmomente 
der Ringe verschwinden, so hat man 

, . A&in&t sin ad& { 

V(/ f + C/, cosa) f sin , # l — (Z.+C^coi^J'sin'a # 

Zur bequemeren Integration sei u> 2 A 2 sm 2 a = c. Dann ist das vollständig* 
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Integral : 

Die Constante verschwindet, wenn / zu Anfang der Bewegung =0 ist. 
Nach Einsetzung des Werthes von l 2 ergiebt sich ferner: 

(An ^ § 1 ((?'/?+ ft^'ginV*) (cos fr t — cosa)-{:a)As\n t a(Awcosa — €l t ) 

\*k\j*j i — — r arc cos A . c — ~ — M ^. x , 

m «Jsin t a(o>Jcosa — C/ t ) 7 



wo 



1 



Es sei 



so folgt 



ni = ^j/CV'-f cu 2 ^ 2 sin 2 a. 
(41.) iw7 = t#, 

,-rt^ n 2((7/. — .4a>cosa)a>sin*a . 2| 

(42.) cos &! — cos a = — — } a"^ sin^t*. 



Hieraus erhellet, dafs die Bewegung der Axe der Scheibe um die Parallele 
zur Erdaxe herum periodisch ist. Die Dauer dieser Periode ist 

(43.) T = 2nA . . 

oder annäherungsweise =-^— • 

Wenn n dasselbe Zeichen hat wie co, d. h. wenn die Rotation der 
Scheibe (projicirt auf den Aequalor) in derselben Richtung wie die Bewegung 
der Erde geschieht, so ist der Ausdruck auf der rechten Seite der Gleichung 
(42.) stets positiv, weil l x die Gröfse n enthalt, welche die übrigen Glieder 
bei Weitem überwiegt; es folgt daraus, dafs & k kleiner wie a sein mufs; die 
Bewegung der positiven Richtung der OZ 3 Axe geschieht also um den nach 
Süden gerichteten Theil der Parallele zur Erdaxe; im entgegengesetzten Falle 
ist cos#! — cosa negativ, also # A gröfser als a; die Oscillation geschieht also 
um den nördlichen Theil der gedachten Linie. 

Wenn a = ist, so wird & t ebenfalls =0. Daraus folgert man: 
„Bei der Bewegung des Gyroscops im Zustande vollkommener Freiheit 
„ist die Axe der Scheibe nur dann im Gleichgewicht, wenn sie parallel 
„der Erdaxe steht. In jedem andern Falle findet eine Oscillation von 
^arzer Dauer statt/ 9 

2. Um den Winkel y L zu bestimmen, hat man die Gleichung (33.): 
f441 «/ - w 1 *t + CAcos* t _ , Cl^l % €l x -l t 

Journal für Mathematik Bd. LIV. Heft 3. 28 
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Giebt man der Gleichung (42.) die Form: 

cos#i = cosa-j-^sin 2 asin 2 ^tf, 

wo 

2<a ( CA X — A(a cos a) 



9 



Am' % 



substituirt in (44.) and bedenkt, dafs rf/ = — , so ergiebt sieb 

w = wf \ Cl > + 1 * f dH Cl t -l t f du 

Y l T 2Aml J 1— cos« — jrsin'asin'it* 2Am! J l-f-cosa-j-jrsin'asin'^u 

Die Ausführung der Integration liefert: 
(45.) i//! = wt4- f^t*/, j * .— arc tg(i/l — 2acos 2 iatgiti) 

- oj lx r l u / , * , a™ tg()/l + 2^sin 2 iiTtgiii). 
Es ist aber 

i- v^K - [c ''->y° )] ' 

4 i o • 2i [CL4-Aa>(i— cosa)l f 

l + 2ysm 2 £a = L lX ^t m r» ^ 

Für die Factoren vor dem Integralzeichen ergeben sich die Quadratwurzeln 
aus den reeiproken Ausdrücken. Deshalb 

(46.) Vi=a><-f arctg^— s -±^. .' tg^ti; - arctg^ |X ^ m , tgl«j. 

Da aretgor — aretgy == aretg-^-r— ^-, so wird 

rA7 ^ . .. — 2A t a>m t tg±u 

U".J ig(V,-co^ -- A t m n^ cl _ A(OC0Sa) t_ A t^ lg . it| - 

Wäre 

C7, — ^a> (1 4- cos a) . . 

— ■ ^b 1 -tgi* = tgr 

f 48 ) / 

gesetzt worden, so wäre 

Man sieht hieraus, dafs der Winkel t^, der in einer dem Erdäquator parallelen 
Ebene entgegengesetzt der täglichen Umdrehung gezählt wird, aus einem der 

Zeit proportionalen und einem periodischen Gliede besteht. Die Dauer der 

2n 
Periode ist — • Da v und v i nur wenig von einander verschieden sein 
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werden, so wird Vi m ^ annähernder Genauigkeit die Drehung der Erde wäh- 
rend der Zeit t repräsentiren. 

3. Die Geschwindigkeit der Scheibe wird durch die Gleichung (32.) 

gegeben : 

(f[ = /i j-costfaO//; — a>). 

Eine leichte Zerlegung ergiebt: 

sah^ A—C, , .,, Cl + L r du . CL — I t r du 

(49.) 9l = -—^ + »€0**1+-^ 

Man bat demnach, wenn man ganz ebenso wie bei der Berechnung des Win- 
kels tpi verfährt: 

A—G, , w . . fCl x — Aa>(i + cosa). . \ 



% 



(50.) / oder 



+ «c lg(—L±— — L tg}u) , 



^ (7 

y l = — - — (n-\-a) cos a)t-\- v-\-v t 

A—C, , x# | 2(Cl t — Aa>cosa)Am'l\fiu 



l g)9>i -^-(w-f a>coscr,/j 



Der Winkel <p v besteht also ebenfalls aus einem der Zeit proportionalen und 

einem periodischen Gliede. 

§.4. • 

Betrachtung des Falles, wenn der zweite Ring, der die Axe der Scheibe trügt, in 
einer Ebene {gewöhnlich in dem Horizonte) fixirt wird, innerhalb derselben sich 

aber beliebig um eine relativ feste Axe drehen kann. 

Foucault betrachtet, wie in der Einleitung gesagt , die Componente 
der Bewegung der Axe in der festen Ebene des Horizontes besonders. In 
diesem Falle lassen sich die Trägheitsmomente der Ringe mit in Rechnung 
ziehen, indem man nicht nöthig hat auf die Winkel # M y,, y, zurückzugehen, 
sondern die Bewegung durch die Winkel &, cp, t/S welche die Stellung gegen 
die feste Ebene, und den Winkel b } welcher die Lage dieser Ebene gegen 
die Erdaxe angicbt, ausdrücken kann. 

Für die Scheibe und den Ring 33 ist alsdann nach der Definitionin (1.) 
£ = 90^, für den Ring 21, # = 0. 

Man schliefst deshalb aus (24.) und (25.) 

p = $\n <p y' ~\- co (cos y cos q> cos b — sin y sin A) 
q ==_-..- co$<f>ri/~<o(cos\ps\n<pco$b-\-cos<ps\r\b) 
r = q>'-\-<u$\n ipcosb 

28* 
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p = cocosrf/cosb 

q = yj' — (o sin b \ folgt aus den 3 ersten Gl., wenn y = gesetzt wird 

r = co sin V cosä 

p = cocosxpcosb 

q = cusiny/cosft ^ nach (24.) , indem & = 0, y = 0, 

r = — y/-\- (o sin b 

und bekommt für die Summe der lebendigen Kraft 

(51.) 2T = A{(y'— a)sin*) 2 + ai 2 cos>cos 2 6)} + C(y'-f-wsinv/cosft) a 

-f A'io 2 cos 2 1// cos 2 b -f Ä'( V ' — w s ' n *) 2 + C" * 2 sin 2 y cos 2 6 
+ Ä'ai 2 cos 2 y cos 2 * + B' V sin 2 v cos 2 * + C" (y/— co sin *) 2 

|2C = -a> 2 (il+il'+il"-C"-ß")cosv/8in^cos 2 6 

-f ^ (y'4- w s * n v cos ^) w cos v cos ^ 

—j = C(y'-{-a>siny/COSÄ) 

£I = o. 

Man hätte Ä' = C, B" = C" setzen können. Dadurch wird aber keine be- 
sondere Vereinfachung herbeigeführt und man hat durch die Beibehaltung 
beider Gröfsen Gelegenheit Fehler in der Gestalt mit in Rechnung zu ziehen. 

Man folgert 

dT 8T 

W _ W _ BT 



dt * dt dtp * 

und daraus: 

I'y'-f cD8inyco86&=/i 9 wo l l = n-\- a)sm%co8b, 

(A+B'+C")y/' = -(DXA+A'+A"-C'-B")costpsmycos 2 b 
-{-C^cocosyj cosb. 
Multiplicirt man mit 2dtp und integrirt, so wird 

(A+B+C")]/* = -w 2 (A+A'+A''-C'-B")sm 2 y>cos 7 b 

(53.) } -f2Cdcosiny/cosft-K, 

wo / 2 = cö 2 (4+J'-j-4"— C— B")sin 2 %cos 2 b — 2C/ 1 a>sinVoCos*. 

Sei zur Abkürzung J-J-J'+J"— C— B"=g. 
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Man kann g immer als positiv betrachten, da A die andern Gröfsen 
überwiegt. Aus (53.) folgt: 

(54.) t = jA+B+C'f, „ d%p . . • 

J y2Cl t a> cos b (sin ip — sinv> ) — $j» cos f A(sinty — sinV^) 

Wenn n dasselbe Zeichen hat wie w, so mufs, da die Gröfse C/i die übrigen 
überwiegt, sin t// > sin y oder yj^>ip {) sein, damit die Wurzelgröfse reell 
bleibe; im entgegengesetzten Falle ist Vo!>y* 
a) Fall wenn n positiv ist. 
Sei 

(55) ga>cosb ~ Siütf;i)= =f' W0 f immeF > *' 8in V , = y- 

Dann verwandelt sich (54.) in das elliptische Integral erster Gattung: 

1 jjt+w+w r y d r 



J A+B'+C» p dy 

' 9 .J iiy—f){y—i)iy-*to% 



0,0086 r 9 A V(r-^)(r-*)(r-ii"Vt)(r+*) 

sin wo 

Hierbei ist der Anfangswerth von f der Null gleich und das Zeichen der 
Wurzel positiv zu nehmen, weil mit wachsendem t auch das Integral wachsen 
mufs. Die vier Factoren sind so geordnet, dafs die Differenz zweier auf ein- 
ander folgenden Wurzeln des Ausdrucks 4 ter Ordnung immer positiv ist. 

Um das Integral auf die Normalform zu bringen, wende man die Trans- 
formation erster Ordnung an, wie sie vom Prof. Richelot im 34sten Bande 
dieses Journals angegeben worden. 

Sei also 

l-r ^ J 2 f^T i-s = h(i-s) 

y — sinv> r l-j-sint// f— sint// 'l-f.* * + * ' 

l+Asiny/ -f(l— hsmy )s 

y ~ 1+A + (1— h)s ' 



(56.) 






cos(-£ -^jL^- = Acos'(£ - iv/o), 



so wird 



f *,/(*— s i n Vo) 1/ f 



m't 

-sr- = »» 



Nach der «Tacoii'schen Bezeichnung hat man 

18 = sin am«' == sin am (ff — K) 
. _ (l + Asin^ )+(l-Asiny> )sinam(«-iiC) 
8 T ~~ 1+A+(1-A)sinam(«— K) 
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Der siny ist also vermittelst der sehr convergirenden Reihen H and ex- 
piicite durch die Zeit t ausgedrückt, sint// ist eine periodische Function der 
Zeit; die Dauer der Periode ist 

(58.) T = M. 

Wenn ^,==90° ist, so bedeutet dies nach den Definitionen in (1.)? dafs die 
Axe des Ringes 8 von Osten nach Westen gerichtet, folglich die Axe der 
Scheibe sich im Meridiane befinden mufs. Wenn ^,= 90°, so ist nach (57.) 
siny/ = 1, *// = 90 . Ist %= — 90", d. h. ist die Axe der Scheibe im Me- 
ridian, erfolgt aber ihre Rotation entgegengesetzt der täglichen Umdrehung, 

so wird nach (56.) j-pr = 0, Ä= 1, - ~K.= <x>. Die Dauer der Oscillation 

ist dann unendlich, d. h. die Axe bewegt sich Oberhaupt nicht, ist aber im 
labilen Gleichgewicht, weil sie bei der geringsten Aenderung nicht in ihre 
frühere Tage zurückkehren, sondern sich sehr langsam gegen die stabile 
Gleichgewichtslage bewegen wird. Man hat also folgendes Theorem: 

„Wenn die Axe. der Scheibe gezwungen ist, sich in dem Hori- 
zonte oder in einer andern festen Ebene zu bewegen, so dafs der Ring 
„9 sich in dieser Ebene drehen kann, so ist sie hn relativen Gleichge- 
wichte, wenn sie sich in der Meridianebene befindet Dasselbe kann 
„stabil oder labil sein. Ist die Stellung so beschaffen, dafs die Rotation 
„der Scheibe im Sinne der Erdbewegung erfolgt, so ist es stabil, im ent- 
gegengesetzten Falle labil. Bei einer andern Lage oscillirt die Axe um 
„die stabile Gleichgewichtslage" 

Da n sehr grofs gegen cu ist, so wird man, ohne einen merklichen 
Fehler zu begehen, das Quadrat co 2 vernachlässigen können. Die Rechnung 
vereinfacht sich alsdann und man erhält für die Gleichung (54.) 

dtfj 



r5 <n , _ . W'+c» r* 



sinV/ 

Dies ist die Gleichung für die Bewegung eines mathematischen Pendels, bei 

welchem die Schwerkraft dividirt durch die Länge = 1/07? — - 1 — r und 9(f—w 
der Ausschlagswinkel ist. Man setze 

sin^ — 1 — (1 — sintp^s 2 , 

k = sin(-; — iV'uJ* loTT — r = --71 mt = u, 

\4 x tu/' f 2Cnwcosb m f ' ' 

so wird 
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(60.) < " ~- y I^?f|=W 

sinv = 1 — 2sin 2 (-^- — |V / o)sin 2 am(ÜC— ti). 

Die Dauer einer Schwingung ist 



m r Cnwcosb 



Es verhalten sich also die Quadrate der Schwingungszeiten an verschie- 
denen Orten, ceteris paribus, umgekehrt wie die Cosinus der geographi- 
schen Breiten. 

b) Fall wenn n negativ ist. Dies erfordert, dafs sint//<C sint// ist. 
Man setze: 

^r + sinVo = r n sinv = Y> 

so wird: 

Die Faotoren sind wieder so geordnet, dafs die Differenz der aufeinander 
folgenden Wurzeln 1, siny u , — 1, — /i stets positiv ist. 

Es sei 



giny; — siny; J \— sin^ , //;+ sim</, 1— s t . 

sinv+i "" r 5 r /;— 1 1+«, ~~ ' 

«.:_„, _ («in »,*-*,)+(tIny. + *,)«, 
S,n ^ l+A.+d-A,)», ' 



irr"' 



*-*■ _ ,/ l— siny> / f t — 1 
1+A, ~~ F 2 F/;+8in^ ' 



roi=== ) ( ^+ffc")* t WC08 *> ««-"•1" 

Dann wird 

1^ = sinam(Ä' 1 — nj 
^ — l + ^+^—Ajitotmtir,— n) 

Die Dauer der Periode ist 

Ti 8Ä\ 

Wenn Vu — — 90', so wird sin^ nach (62.) =—1, also tp= — 90°. Die 
Ruhelage findet also auch hier Statt, wenn die Axe der Scheibe sich im 
Meridiane befindet. Dadurch aber, dafs der Winkel y/=— 90° sein mufs, 
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mufs die Axe der Scheibe, die anfänglich eine der Erdbewegung entgegen- 
gesetzte Rotation hatte, so gedreht sein, dafs die beiden Rotationen in dem- 
selben Sinne geschehen. In diesem Falle ist das Gleichgewicht stabil. Ist 
^, = 90°, so wird A 1 =i, üf l = <x>, und bedingt also das labile Gleichge- 
wicht. Fafst man die Fälle a) un<! b) zusammen, so ergiebt sieb, dafs sich 
die Axe der Scheibe gegen den Meridian bewegt und zwar so, dafs sie in 
demselben Sinne wie die Erde rotirt. 

Vernachlässigt man w 7 auch in diesem Falle, so wird 



f 2C n a> cos bJ |/sin t^o — sin V 

Zur Transformation ist zu setzen 

sint// = (1-f sint^u)* 2 — 1, 

*i = C0S CJ~~ iV*«)- 
Der Modul ist also das Complement des frühern 



(63.) wii = y A+ßt+c „ , mit = «i. 

Daraus schliefst man: 

$my = (l-j-sinvOsi^amCKj — u x )—\. 
Die Periode der Oscillation bleibt dieselbe wie im Falle, wo n positiv ist. 

Restimmung des Drehungswinkels der Scheibe tp. 
Der Winkel <p ist durch die Gleichung (52.) gegeben 
<p = l t l — cocosb/smyjdt oder 
tp s== nt — cocosft/(sinv>— siny> )dt. 
Do u = K-\-u'=:^t ist, so folgt 

* — ri du '> sin^-sint^o = tt — än^j^ ^^^ - 
Man hat demnach 



(64.) <p = m- *""M-*'tt>y 



2«cos6(l— sini// ) f i-f# 



+A)+(i — h)s 
Durch eine leichte Rechnung ergiebt sich 



du'. 



h 



i-k 



+ 
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1 + A 
Es sei ferner ._. — a n so wird nach der Zerlegung, die Prof. Richeiot 

im 34sten Bande dieses Journals ausgeführt bat: 
(65.) f *? , . i-„'-f -L /*. ""'.T' , du'- f m**, . 

•/ «i+smaaiir a t ' a x J a\ — sin* am«' J a;— sin'amti' 

Der letzte Theil ist durch einen Logarithmus integrirbar. Man setze 



wo t==y— 1 und 



ii* = 8in 2 am(a -MIT) = rr-r-i , 

K' = /* d * 

J yi— *'»8inV 



so bekommt man: 
(66.) /t-; ? = * ÄsinamiM :# #(*>*) 

> ' y a t -f sin am ti' ' cosamaz/araa v ' ' 

I tsin'ama . i-\-k8\nsm(K— a)8inam(JC — h*) 
* 2co8aaicbSftma * 1 — &sinam(A — a)sinam(A — w f ) * 

77(m', a) ist das von Jacobi ein geführte elliptische Integral 3 ter Gattung. 

Nach einigen leichten Redactionen und nach Einführung der Transcendente ß 

wird 

r&^ f l+8inamw r • , 

C 67 -) y ^+/^4^(i-A) g in^m ^ > rf,, 

1 ( ' kconnmaQa) 




kcosnmada) 4* cos am a 

1_ J*ma | 1-f Aünaro(A > — </)sinam(Ä' — u f ) 

4* cos am a *1— Asinam(Ä — a)sinam(Ä — u')* 

Daraus folgt: 

(68.) y » iX-encostd-sin^Kl+V*^- ££g^ > 

i ejr e(q+JT) , e(jf— fl+M){e(a+^)eu+^(g+jr)jytin 

2m' JEfJK //(a+JC) l0 * e(Ä+a+f#){ e^+X)»«— #(«+*)#*} J' 

Hiermit wäre der Winkel <p explioite durch die Zeit mittelst sehr convergiren- 
der Reihen aasgedrückt. Er besteht aus einem der Zeit proportionalen und 
einem periodischen Gliede. Wenn n negativ ist, so muffe man das Zeichen 
von 01 Andern, und den Modul k x und die Amplitude * g für k und u Sub- 
stituten. 

Wenn man m* vernachlässigt, so kann man einen einfacheren und 
übersichtlicheren Ausdruck aufstellen. Man hat dann 
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(69.) <p = nt— cocosft(l— rin%)Jll— **)4t 

= nt— (ocosb(l— sinv<>)'+— r"(l — sin^/tfdtf. 
Das Integral /sin 2 nmu' du 9 , welches das elliptische Integral zweiter Gattung 

nach der Jacobischen Bezeichnung ausdrückt, wird = £(1 — —j— — —. 

(Fundamente, pag. 133 und 145), wo E 1 das vollständige elliptische Integral 
zweiter Gattung nach Legendre ist, d. h. 

n 

E 1 = Pdtp.ji—ieÄiftp. 
Daraus folgt: 
(70.) y =Jn-a)COs6(l-smV/o)Cl— 1 i r -;jH m'A* e(K-u) 

§. 5. 

Behandlung des Falles, toetm der erste Ring St gegen die Erde fixirt ist, so dafs 

die Axe von (E sich nur in einer dagegen setihrechten Ebene bewegen kann. 

Nachdem durch den in §. 4 beschriebenen Versuch die Lage des Meri- 
dians bestimmt worden, wird nach Foucault der erste Ring 21 in dem ersten 
Verticalkreise von West nach Ost festgestellt, um auch die zweite Componente 
besonders in Betracht zu ziehen. Fassen wir diesen Fall allgemeiner auf und 
nehmen an, dafs der Ring 21 stets einen Winkel tp mit der Meridianebene 
mache. Dann geht der Winkel rp aus den Differentialgleichungen heraus, weil 
er aufhört variabel zu sein. Man hat also nach (24.) ff. 

p = — CQ$(p& -\-OttD 

q = sing>d / -}~^3 CÜ 
r = (p'-\-c z o> 

p = — #' -{- CO COS t//(j cos ft 

q = co (cos # sin Vu cos 6— sin#sinft) = co *^f ' 

r = co ($in& sin % cos b-\- cos # sin A) = wcos& t 

p, q, r werden constant, kommen also bei der Bildung der Gleichungen nicht 
in Betracht 

Man erhalt für den Ausdruck der lebendigen Kraft 

2T = j[(^-cocos^cosft) 2 +co 2 (^^ 

+ 4'(#'- co cos Vo cos bf + BW{^^)\c f w 2 co^ t & i 
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und ferner 

|1-. = (A-\-A')(&— w cos Vo cos b) 

|^ = C(<p'+a> cos &J 
(71.) ^ ^ _tf iA + B f„ C f ) n S S. l ±^ + C( 9 >'+wco8& t )a>*^^ 

dcp 

Daraus resnltiren die Differentialgleichungen 

(A+A')d" 

(72) | = ^^(j+Ä'-COcos^^^ + C^'+aicos^a,^*!. 

St u - 

Die zweite liefert sogleich das Integral 

(73.) y'-f-wcos^i = l tJ wo l x = n-j-o>cosa. 

Die erste, mit 2rf# multiplicirt und integrirt, liefert 

(A + A')&* = — a>\A-\-B'— C')cos 2 & l +2Cl l u>co3& 1 -\-I 2 , 
wo / 2 = — C/i ai cos « -j- co 2 (-4 -f ^' — C)cos*a. 
Daraus folgt: 

(74*) f = -JA I «i' /* ^ 

K mJ r ~ •/ y2C/ 1 w(cos* t — cos«)— »'(-rf+Ä'— C r )(cos > ^ 1 — cos'a) ' 

Die Gröfse A-\-B f —C' kann immer als positiv angesehen werden. 
Um die Variabein & und & x in eine sn vereinigen, sei 

sind = dcosa, tga = s\mp cotb, 

sint// cos6 = dsina, <J == yi — cos 2 t// cos 2 £, 

also 

cos^i = cos# $inb-\-8\n& 8\n%co$b = <?cos(£ — ö) == tfcosa 

cosa = cos^ ü 8inA-f"^ n ^oSint// ü cosft = c?cos(db — <0 = #cos«o 

d& = ds 

1 "■ ^V2C/ l wJ(cos«— cos# )--» t a t (^-fÄ f — fJ'Jtcos 1 *— cos'^)* 

Die Gleichung hat dieselbe Form, wie (54.) ; man kann deshalb ganz dasselbe 
Verfahren anwenden. 

29* 
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a) Wenn n positiv ist, so mufs cos* >> cos 4» * 
Setzt man: 



4,, &<C&o sein. 



2(7/ t 



r> 



i — cos* 
cos« — cos*, 



{ 



2 t / f ~ l *-' 

i-f-co»« Q r /'— cos«, i-f» 



A(i-*) 



(76.) 



1— * 






aii ^^ f j±m r ^A 



COS « 



tl = lll r y, 11" s= tl — K, 

so wird: 

(l+flcos# )-f (1— Acosgjsinamftt— K) 
l+A+(i— A)8insm(i#— JT) 

Die Axe der Scheibe wird also Oscillationen vollführen. Um zu bestimmen, 
in Bezog auf welche Linie dieselben symmetrisch sind, soll die Gleichgewichts- 
lage gesucht werden. 

Wenn «o=0, so wird «=0, also &=o. Interpretiren 
wir dies Resultat geometrisch. Es sei OG die Verticale, OB 
die Parallele zur Erdaxe, OP die Gleichgewichtslage. Deshalb 

EG = 90P-Ä 

Ä£P = 90°— % 

PG = & = o. 

In Folge der Relation sin%=tgatgb (74.) mufs EPG*=*Q(f 
sein, also ist OP die Projection der Erdaxe auf die feste 
4 Ebene, in welcher die Axe der Scheibe sich zu bewegen 
gezwungen ist. 

„Es kann also nur Gleichgewicht statt finden, wenn die Axe der 
„Scheibe in die Projection der Erdaxe auf die genannte Ebene fällt 
„Ist die feste Ebene die des Meridiane, also % = 90°, so ruht die Axe, 
„wenn sie der Erdaxe parallel, ist sie der erste Vertical, so ist die 
„Verticale die Linie des Gleichgewichts. Um dieselbe ist die Oscillalion 
„symmetrisch. Es findet stabiles Gleichgewicht statt, wenn £„ = 0; labiles 
„wenn s = ti, # = 7i-f<7 ist (denn alsdann wird K=oc), d. h. wenn 
„die Rotation im entgegengesetzten Sinne wie die der Erde erfolgt Die 

„Dauer der Osciltation ist — r* 

v m 9 
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i Vernachlässigung von a> 2 hat man: 



fZCnimJ i/fl<M*-- 



ycoBi—co$t Q 



Sei alsdann * = sin^o, m ' B rTE?' «•'*=**, so ist 

Ioos« s= 1— 2 sin 2 £*, sin 2 am (JE— «), 
f Cnmo 

Die Schwingung ist dann die eines mathematischen Pendels. Die Quadrate 
der Schwingungsweiten in verschiedenen Breiten verhalten sich, ceteris paribus, 

umgekehrt wie die Groben <? = yi — cos 2 Vu cos 2 b. 



b) n negativ. Es mufs cos $>> cos «, oder #># ••!*• Die Axe 
schlägt also die entgegengesetzte Richtung Von der in a) bestimmten ein, und 
durchläuft einen Kreisbogen , der den frühem sur vollen Peripherie ergänzt ; 
es findet labiles Gleichgewicht statt, wo früher stabiles herrschte und umge- 
kehrt. Die Tendenz der Rotation ist ebenso wie in den vorigen Abschnitten. 

Um die Transformation auszufahren, setze man: 



m 



—2CL , * . . . ,//i+cos#. 



<*> \tä=^mr.> *-«T^f&^. 



^ = « 1 = J K 1 -„;, 



so wird 



cos« = cos(*-<;) = M«o-Wco^H )>i "; m(IC '7 M > ) , 



(,9) ^ t = ?£ 



Wird co 2 vernachlässigt, so ist zu setzen 



! = COS^, int = \ A ±.jf » m i' = «i- 

Daraus folgt 

(80.) cos« = cos(£— a) = 2cos 2 i€oSin 2 am(Jfj — u t )~ 1. 
Die Dauer der Oscillation ist dieselbe wie in (77.). 
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Bestimmung von q>. 
Man hat 

iq> 9 = n — a>(cos#i — cos«) = n — co#(cos« — cos« )* 

\<p = nl — cooj(eo$€ — cos e ) dt. 

Es sei wieder wie in (65.) — (68.) 

yi-r = a t = sin am (a + $K f ) = •?-- : • 

1 — h \i/ Asinama 

Durch eine Ähnliche Rechnung wie in §.4 folgert man dann 

(82.) 9 - *-^(t— **[(«4y»#-5SSSpb)' 

l e/c e(a-fji:) , e(ü:— <»+«){ e(o+ji:)eu+//(a+A:)ffwn 

2m' J2Ä Ä(o+tf) 0g ©(A+o+«){@(a+A^Öu— i/(a+JT).H«}J' 

Die Gröfse A, der Modal k and die Amplitude u sind die in (76.) bestimmten. 
Im Falle, wenn a> 2 vernachlässigt ist, and die Gröfsen k, h, u von 
(77.) genommen werden müssen, bestimmt sich 



/0(n r >/4 ./. K—E l \-\. , «5(1— cose ) ©'(JC— «) 

(83.) y = [»-»«ni-cos«,) (1 WJTJV^- m'A« &(K-u) 

Wenn n negativ ist, so ist der entsprechende Modul und Amplitude zu nehmen. 
Man sieht also aus allen Fällen, dafs die Axe der Scheibe die Ten- 
denz zeigt sich der Erdaxe parallel zu stellen, und dafs sie, wenn sie durch 
die Bedingungen der Maschine daran gebindert wird, dieser Richtung möglichst 
nahe zu kommen strebt, indem sie sich so wendet, dafs die Rotation der 
Scheibe im Sinne der täglichen Umdrehung erfolgt. Die Analysis bestätigt 
demnaob die Experimente FoucauWs vollständig. 

Lippstadt, im December 1856. 
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21. 

Über die Criterien des Maximums und Minimums 

der einfachen Integrale. 

(Von Herrn Otto Hesse zu Heidelberg.) 



Die Criterien des Maximums und Minimums der einfachen Integrale, 
wie Jacobi dieselben in einem vom Jabre 1836 an die Akademie der Wissen- 
schaften zu Berlin und im 17ten Band dieses Journals p. 68 mitgetheilten 
Schreiben zu finden angiebt, sind seitdem der Gegenstand vielfacher und 
schöner Beweise geworden von Lebesgue und Delaunay in Liouville's Jour- 
nal Tom. IV p. 17 und p. 209 a. 1841, von Bertrand Journal de l'ecole 
polytechnique a. 1841, von Eisenlohr in einer in Mannheim 1853 gedruckten 
Abhandlung. Spitzer verläfst den von Jacobi betretenen Weg in seiner mit 
ebenso grofser Geistesschärfe als Fleifs ausgearbeiteten und in den Sitzungs- 
berichten der Wiener Akademie 1854 p. 1014 mitgetheilten Abhandlung. Was 
auf dem ersteren Wege nicht so zu Tage tritt, die wahre Form, auf welche 
die zweite Variation zurückzuführen ist, ergiebt sich auf dem anderen, so zu 
sagen, von selbst. Dagegen macht die nöthige Beschränkung der in diese 
Form eingehenden willkürlichen Constanten, in dem allgemeinen Falle wenig- 
stens, unüberwindliche Schwierigkeiten, welche der von Jacobi eingeschlagene 
Weg ganz vermeidet. 

In der folgenden Abhandlung habe ich erstens versucht die eigentliche 
Quelle aufzudecken, aus der Jacobi seine Resultate schöpfte, und zweitens 
die Jacobische Transformation der zweiten Variation auf die Spitzersche 
Form zurückgeführt. Zur Erreichung des ersten Zweckes dienen die Eigen- 
schaften der homogenen Functionen zweiter Ordnung. Die Theorie der Deter- 
minanten bildet die Brocke, welche die Jacobische Transformation der zweiten 
Variation mit der Spitzerschen verbindet. 

1. 

Es ist die Aufgabe der Variations- Rechnung, y als Funktion von x 
der Gestalt zu bestimmen, dafs ein Integralausdruck von der Form: 

(1.) J = f h f(x, y,y,... yW) dx 
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in welchem mau f(x>Y*y , ,***y in) ) als eine gegebene Function, sowohl der 
unabhängigen Variabein x, als der zu bestimmenden Function y und ihrer 
Differentialquotienten y*, ... y 00 zu betrachten hat, ein Maximum oder ein Mi- 
nimum werde. 

Lagrange giebt in dem 12ten Capitel seiner „Theorie des fondions 
analytiques" folgenden Weg an zur Lösung des Problems. 

Man denke sich y als Function von x den Bedingungen der Aufgabe 
gemfifs bestimmt. Unter dieser Voraussetzung mufs ffir y eine jede andere, 
von ihr unendlich wenig verschiedene Function von x gesetzt den obigen In- 
tegralansdruck verkleinern im Falle des Maximums, oder vergröfsern im Falle 
des Minimums, Jede beliebige, unendlich wenig von der Function y vor- 

* 

schiedene Function kann man sich aber unter der Form vorstellen y-\-%> wo 
* das Prodnct ist aus einer unendlich kleinen bald positiven, bald negativen 
Grftfse € und einer beliebigen Function von x, welche der einzigen Bedingung 
unterworfen ist, zwischen und in den Grenzen der Integration nicht unendlich 
zu werden. 

Setzt man also y\% fflr y also auch y*-f z f für y' etc. und ent- 
wickelt den anf diese Weise geänderten Integralausdruck J nach aufsteigenden 
Potenzen der unendlich kleinen Gröfse s, indem man die unter dem Integral- 
zeichen stehende Function / nach der Aenderung nach dem' Toy/orschen 
Satze entwickelt ; so wird der von e unabhängige Term der Entwicklung der 
obige Integralausdruck J selber. 

Die Summe der Terme der ersten Ordnung, das sind die mit der er- 
sten Polen* von s multiplicirten Terme, welche man die erste Variation des 
gegebenen Integralausdrucks J nennt, Iflfst sich also darstellen: 



(2.) J t *=f\ix s 



wenn man der Kflrze wegen setzt ^-^s=a p und: 

(3.) <p = flb* + 4*'+'"4** (>>) ' 

wflbrend die Summe der Terme zweiter Ordnung, welche den Factor a* ent- 
halten, die halbe zweite Variation des Integralausdruckes, die Gestalt annimmt: 



(4) tJ 2 =f*ipdx, 
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Wenn dy<»dyW = a P* Und : 



(5.) 2y = ««,«* + 2« ol c«4 ■«„«'«'+... 2«_ lt „* t "- I >*«+ a., . «<■»*<">. 
Man bat daher den geänderten Integralausdruck ^ 



m n a 



gleich einer nach aufsteigenden Potenzen der unendlich kleinen Größe e ge- 
ordneten Reihe. Der Werth dieser Reihe kann aber für alle unendlich klei- 
nen, bald positiven, bald negativen Werthe von e nicht entweder immer 
kleiner sein als ihr erstes Glied J, oder auch nicht immer gröfser sein, wenn 
nicht das 2te Glied, die erste Variation, verschwindet. Da dasselbe auch noch 
zutreffen soll, welches auch die Function z sei, so mufs auch das doppelte 
3te Glied, die zweite Variation, ihr Vorzeichen nicht Andern. 

Die Function y, welche den Integralausdruck d zu einem Maximum 
oder Minimum macht, erfüllt also zwei Bedingungen. Sie macht die erste 
Variation d l des Integraiausdruckes 4 verschwinden und zugleich das Vor- 
zeichen der zweiten Variation J 2 unveränderlich, welches auch die unbestimmte 
Function z sei. 

Aus der ersten Bedingung entspringt die Differentialgleichung 2wter Ord- 
nung zwischen x und der zu bestimmenden Function y% Die Integration dieser 
Differentialgleichung fuhrt 2n willkürliche Constanlen mit sich. Um nun eine 
ganz bestimmte Aufgabe vor Augen zu haben, wollen wir annehmen, dnfs 
für x=^a und x — b die gesuchte Function y und die w— 1 ersten Diffe- 
rentialquolienten derselben gegebene Werthe annehmen, wodurch eben die 
Werthe der 2n Constanten der Integration sich bestimmen. Unter dieser An- 
nahme ist aber die Willkürlichkeit der Function z noch in der Weise zu be- 
schränken, dafs für x = a und für x = b diese Function zugleich mit ihren 
n — 1 ersten Differentialquotienten verschwindet. 

Die Willkürlichkeit der 2ten Variation beruht hiernach allein auf der 
unbestimmten Function z. 

Man kann die zweite Variation auf die Form zurückführen: 

(7.) J 2 = f h a^ n {*,>• + **&'+--- m^z^i z^fdx. 

u 

In dieser Form erkennt man leicht die Criterien für die Unveränderiichkeit 
des Vorzeichens darin, dafs weder #,,„ sein Vorzeichen innerhalb der Gren- 

Joorual für Mathematik Bd. UV. Heft 3. 30 
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zen der Integration a und b Ändert, noch der Ausdruck unter dem Integral- 
zeichen innerhalb dieser Grenzen unendlich grofs wird. Denn wenn #„,„ in- 
nerhalb der Grenzen der Integration sein Vorzeichen ändert, so zeigt Lagrange 
am angeführten Orte, dafs durch passende Annahme von z auch die ganze 
zweite Variation bald positiv* bald negativ gemacht werden kann. 

Wenn durch Integration der genannten Differentialgleichung der 2/iten 
Ordnung die Function y mit ihren 2n willkürlichen Constanten gefunden ist, 
so bedarf es nunmehr keiner weiteren Integration, um die zweite Variation 
auf die Form (7.) zurückzuführen. Vielmehr ergeben sich die Integrale der 
linearen Differentialgleichungen, auf welche frühere Mathematiker das Problem 
zurückführten, ganz von selber. Diese Entdeckung verdanken wir Jacobi. 

Es gehen, wie man siebt, in die vorliegende Untersuchung nur die 
beiden in Rücksicht auf z, z' y . .. homogenen Funktionen <p und tp ein, die 
erste vom ersten, die andere vom zweiten Grade. Wir wollen dieselben, als 
die Elemente der Untersuchung, einer ausführlichen Diskussion unterwerfen. 

2. 

Es sei ein Differentialausdruck von der Form gegeben: 

(8.) <p = fli l «-J-a 1 « # +^« ,f 4-.- a n *t n \ 

in welchem die Gröfsen a gegebene Functionen der unabhängigen Variable & 
bedeuten, z eine unbekannte Function dieser Variable, z', z", . .. s (M) die 
auf einander folgenden Differentialquotienten der unbekannten Function z. Ein 
beliebiges Glied der Reibe, woraus die Function tp zusammengesetzt ist, kann 
man also darstellen: 

w .^- ( _ v j^- f -p + 4 i a*g«-.4 

Setzt man in dieser Gleichung für p nach einander die Zahlen 0, 1, ... » 
und addirt, so erhält man folgende neue Form der Function <p: 

(10.) ? = A z — ^ + -^...(_1)"__, 

in welcher die Gröfsen A die Bedeutung haben: 

(11.) 4, = flu-al + oi' (-1)"«* , 

(12.) A p = T(-iy P(P-i)-;-(P-g+<) ^,-«) t 

Setzt man ferner: 
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n = r A,z 37-+"- (-1) rf^-i > 

also gleich einem in Rücksicht auf #, z', ... s*""" linearen Differentialaus- * 
druck, in welchem der Differentialquotient £ (n) nicht vorkommt, so hat man: 

(13.) <p = A„z--£-- 

Diese Gleichung dient zur Transformation der ersten Variation J lf wenn (p 
die Function (3.) bedeutet. Unter dieser Voraussetzung ist: 



^ = / yda? = / A {) zdv — [tz]*. 



i 



Da aber s mit seinen n — 1 ersten Differeniialquotienten für die Grenzen a und 
b verschwindet, so verschwindet auch das letzte Glied der angegebenen Glei- 
chung und man hat: 

J v — J Aozdx. 

a 

Dieser Integralausdruck kann aber für jede beliebige Function z nicht ver- 
schwinden, wenn nicht A {) verschwindet. J o = ist also die Bedingung für 
das Verschwinden der ersten Variation. Setzt man in dieser Gleichung für A n 
seinen Werth aus (11.) und ebenso die Werthe der Gröfsen 

a = —(L = f'fvW) 

so erhält man die Gleichung: 

04.) nr)-^+'-^--Hr^-o, 

die Differentialgleichung der 2nten Ordnung, von welcher in dem vorhergehen- 
den Paragraphen die Rede war. Man mufs sich diese Differentialgleichung 
integrirt, oder y als Function von x mit dep 2n willkürlichen Constanten dar- 
gestellt denken, wenn man sich an die Untersuchung der 2ten Variation machen 
wilL Wir kehren jedoch nach dieser Nutzanwendung der Gleichung (13.) zu 
der angefangenen Untersuchung der Function <p (8.) zurück. 
Es ist bekanntlich: 

(15.) <g£ = «<»* + £ a<r"z>+PJE=!lar ,) *»+ - 
Multiplicirt man diese Gleichung mit (— l) p und setzt: 

(16.) * = aoS -_^ + _^_... ( _i)-_ 2 _, 

30» 
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so erhält man, wenn man für p nach einander die Zahlen selzt 0, 1, ... n 
und die Gleichungen addirt unter Berücksichtigung von (12.): 

<*> = AqZ-\-A 1 z'-\-A 2 z"+--- A n z< n K 

Den Differentialausdruck 4> in (16.) wollen wir das Complement des Diffe- 
rentialausdruckes (p in (8.) nennen. Die letzte Gleichung giebt die Entwicklung 
des Coraplementes. Das Complement des Compleraentes : 

A »* — zr+"7E? (- X) -duF~ 

ist aber nach (10.) der Differentialausdruck <p, von dem wir ausgegangen 
sind. Demnach haben wir folgenden Satz (dieses Journal Bd. 32, p. 189): 
„Das Complement vom Complemente eines gegebenen linearen homogenen 
„Differentialausdruckes ist der gegebene Differenlialausdruck selber. 
Um diesem Satze eine andere Fassung zu geben, wollen wir daran erinnern, 
dafs <£» = die Multiplicatorgleichung ist für die Differentialgleichung <p = 0. 
Umgekehrt ist auch tp = die Multiplicatorgleichung für die Differentialglei- 
chung 4> = 0. Was wir so ausdrücken können: 

„Die Multiplicatorgleichung von der Multiplicatorgleichung einer gegebenen 
„linearen homogenen Differentialgleichung zwischen zwei Variabein ist die 
„gegebene Differentialgleichung selber. 
Aus der Definition des Compleraentes folgt: 

„Dafs das Complement der Summe oder der Differenz mehrerer linearen 
„homogenen Differentialausdrücke gleich ist der Summe oder der Differenz 
„der Complemente dieser Differentialausdrücke; 
ein Salz, von dem in der folgenden Untersuchung Gebrauch gemacht wer- 
den soll. 

Wir wollen noch auf eine andere bemerkenswerte Eigenschaft eines 
linearen homogenen Differentialausdruckes und seines Complementes aufmerksam 
machen, welcher wir folgenden Ausdruck geben: 

„Wenn <p(z) einen linearen homogenen Differentialausdruck der unbe- 
stimmten Function z und ihren Differentialquotienten z', z", . . . « (n) 
„bezeichnet, dagegen *(*) das Complement desselben und u eine belie- 
bige andere unbestimmte Function, so ist die Differenz 

(17.) u(p(z) — z<P(u) 

„ein vollständiger Differentialquotient. 

Man überzeugt sich leicht von der Richtigkeit dieser Angabe, wenn man die 
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Bedingung der Integrabililät des genannten Ausdruckes aufstellt« welche von 
selber erfüllt wird. 

3. 
Unter den linearen homogenen Differentialausdrüchen von der Form (8.) 
verdienen eine besondere Beachtung diejenigen, deren Complement ihnen 
gleich ist. 

„Das Complement eines linearen homogenen Differenlialausdruckes von un- 
gerader Ordnung kann niemals dem Differentialausdrucke selber gleich sein, 
weil der Coefficient von z (r) in (8.) gleich a„ und in der Entwicklung von 
(16.) ( — !)"#„ ist. Dagegen kann das Complement eines Differentialausdruckes 
von ungerader Ordnung wohl dem negativen Differentialausdrucke selber gleich 
sein. Doch auf die Untersuchung dieser Differentialausdrücke gehen wir nicht 
weiter ein. 

Es ist — -r~— ein linearer homogener Differeutialausdruck von der 

dxP b 

2//ten Ordnung, dessen Complement ihm gleich ist. 

In der That, setzt man in (15.) z w statt z, so hat man: 

dx p a » * T i a P * T i#2 U p * i 

während man aus der Gleichung (9.) durch jtunalige Differentiation erholt 

d u p z _ / 1? P a p " P a a v z | P(P—i) a ?p. 1 \. 

dxP K M dx p 1 tfr"* 1 T 1.2 Ar''* 2 ' 

Der rechte Theil dieser Gleichung ist aber nach der Definilon das Complement 
des rechten Theiles der vorhergehenden Gleichung. 

Hieraus geht nun mit Berücksichtigung des letzten Satzes in dem vor- 
hergehenden Paragraphen folgender allgemeine Satz hervor: 

„Das Complement eines jeden Differentialausdruckes von der Form: 

A da x z' , d % a t z" , ..„dPunZ^ 

» A = *« — st-*-* (-w-ife- 

„ist dem Differcntialausdrucke selber gleich. 
Dieses ist zugleich die allgemeinste Form eines linearen Differentialausdruckes 
von der 2pien Ordnung, welcher seinem Complemente gleich ist. Was wir 
in Form eines Satzes so ausdrücken: 

„Jeder lineare homogene Differentialausdruck von der 2/;ten Ordnung, wel- 
scher seinem Complemente gleich ist, läfst sich auf die Form zurückführen 

n A = "n*--fo-+-w (-1) ? — f^ 
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Denn es sei: 

ein DiTerentialaQsdruck von der genannten Eigenschaft. Da aber auch der 
Differentialausdruck A dieselbe Eigenschaft hat, so wird nach dem letalen 
Satze des vorhergehenden Paragraphen auch das Complement des Differential- 
ausdruckes B—A diesem Differentialausdrucke gleich sein. Der Differential- 
ausdruck A führt aber p-f\ unbestimmte Functionen a mit sieb, welche dasu 
verwendet werden können, in dem nach den Differentialquotienten von z ge- 
ordneten Ausdrucke B—A die Coefficienten der p-fl Differentialquotienten 
von gerader Ordnung verschwinden zu machen. Man hätte dann einen Dif- 
ferentialausdruck B — A von ungerader Ordnung, dessen Complement ihm gleich 
ist. Was aber nach dem ersten Satze dieses Paragraphen nicht Statt haben 
kann. Daher ist: ß— -4 = 0, oder B von der Form A. Hierdurch ist zu- 
gleich der Weg angedeutet, den gegebenen Differentialausdruck B auf die 
Form A zurückzuführen. 

Um dem Differentialausdrucke A eine andere Gestalt zu geben, wollen 
wir setzen: 

Alsdann wird A gleich: 

^* } — zr+-d? ( -1) dxp » 

ein Ausdruck, weicher bekanntlich identisch verschwindet, wenn die Functio- 
nen a der Art sind, dafs sie den Ausdruck \f> zu einem vollständigen Diffe- 
rentialquotienten machen (13. Cap. der Theorie des fonet.). Man kann daher 
für die Function xp, die nur die Quadrate von z und ihrer Differentialquotienten 
enthält, auch eine andere Function des 2ten Grades in ROeksicht auf z, z\ . . . 
setzen, ohne dadurch diesen Ausdruck seinem Werthe nach zu ändern, wenn 
der Unterschied beider Functionen ein vollständiger Differentialquotient ist. 
Diese Bemerkuug führt zu dem allgemeineren Satze: 

„Wenn 

„(18.) 2v> = *»*« + 2^M'+a ll «V+ 

„so ist das Complement des Differentialausdruckes: 

„diesem Ausdruck seiher gleich. 
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Diesen Satz wird man zugleich mit dem folgenden bewiesen haben, der. für 
die Transformation der 2ten Variation von besonderer Wichtigkeit ist: 
„Der Differentialaasdruck : 

„(19.) ¥=y(z) __ + -— (_!,___ 

„läfst sich auf die Form zurückfahren: 

Denn da das Complement von Sl nach dem Vorhergehenden gleich Sl ist, so 
wird, wenn ¥*=&, auch das Complement von V gleich IFsein. Der Beweis 
des letzten Satzes beruht aber darauf, dafs man einen vollständigen Differential- 

quoüenten -r— vom 2ten Grade in Rücksicht auf z, z f . .., und von der wten 

Ordnung der Gestalt bestimmen kann, dafs die Produkte z iM) z il) aus der Summe 

V "!"17/ * ani herausgehen und nur die Quadrate (*°°) a übrig bleiben. Denn 

setzt man in W diese Summe fOr \p, so bleibt der Ausdruck ¥ seinem Werthe 
nach ungeändert, nimmt aber die Form 21 an. 

Der gesuchte Differentialausdruck n kann nur von der Form sein: 

Da derselbe aber «J unbestimmte Functionen b enthält, so lassen sich 
dieselben immer so bestimmen, dafs in dem Ausdrucke V~{~:7~~ ^ e Coefficien- 

ten der n J" Produkte z*z l verschwinden und nur, die Quadrate (z (M) f übrig 
bleiben, so dafs man hat: 

(21.) 2(v>+-gy = suH^t«**" 2 *--- +«.« c,l>f . 

Wenn man die Coefficienten der ' g Produkte s ( *V ;) in dem Ans- 

drucke VH~""3~" verschwinden Ififst, so erhält man ebenso viele Differential- 
gleichungen zwischen den als bekannt vorausgesetzten Functionen a und den 
H 2 zu bestimmenden Functionen b, von welchen die n-f 1 Functionen A 

abhängen. Auf diese Differentialgleichungen, weiche die Functionen b ohne 
Integration ergeben, gehen wir nicht weiter ein, weil die Znrückfübrung der 
gegebenen Function 2y durch Hinzufügung eines vollständigen Differential- 
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dft 

quotienten 2 -7— auf die Form (21.) sich durch einfachere Operationen ermög- 
licht, die in den folgenden Paragraphen entwickelt werden sollen. 

4. 

Aufgabe. 
„Es ist gegeben eine homogene Function des 2ten Grades und der 
„nten Ordnung von der Form: 

„(18.) 2y; = a Kts zz -f 2a m z s'+ a n * V+ . . • +2^,, *<"-»*<">+ a^s^c^, 

„es soll dieselbe durch Hinzufügung eines vollständigen Differentialquo- 

„tienlen 2-7-7- auf die Form gebracht werden: 

„(21.) 2(y + ^) = «,,«* + «,*' , + a,*" 2 + ••• + a»* (n) '. 

Da es Schwierigkeit macht eine Function n zu bestimmen der Gestalt, 

dafs in der Summe 2(t//-f -7-;) a " e Produkte 2 (J °s (i) zugleich verschwinden, so 

wollen wir eine Function n suchen, welche in der angegebenen Summe die 
Produkte zz (n \ z f z in \ ..., z Cn ~ l) z in) verschwinden macht. Dieses wird er- 
reicht, indem wir setzen: 

w„ = -(2ö n , * + 2« v sH"-2ö„,^ 

Alsdann wird in der Summe 2[tp + *j^) der Coefficient von z m * gleich a„ jn 
und der Coefficient von z ( "- 1)7 gleich «„_!,„_! — «J, jÄ _i — 2n #lj , 1 _ a . Zu dieser 
Summe 2(v / 4~-t- £ ) werden wir wieder einen Diiferentiaiquolienten 2—^- ad- 

diren, der in der Summe 2(^ + ^ + -^) die Produkte «*<— *>, «V"» ... 

^(n-2) 2 (n-i) verschwinden macht. Fahren wir in der beschriebenen Weise fort 
die Produkte verschwinden zu machen, so kommen wir, wenn wir setzen 
71 = ^,-1-71!-] — •. schliefslich auf die Gleichung (21.). Da die Bildung der 
Function n keine Integrationen verlangt, so rechtfertiget sich die in dem 
vorhergehenden Paragraphen gemachte Bemerkung, dafs die dort erwähnten 

V* - Differentialgleichungen die Functionen 6 ohne Integration ergeben. Die 
Werthe der Functionen 2t„, 3t n .i, .. . erhält man hierduroh der Reihe nach: 

(21,, = a n>n 
(22.) h n ^ = a mmmlmmmi - *;„_, - 2fl n>n _ a 



... 
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Auf der andern Seite kann man aber auch eine Function 

2*ib = — Ko*+2a 01 a'-j 2c^ if _ 1 ^ n " l) ) z 

bestimmen der Art, dafs aus der Summe 2(v>-f :t~V ^ ie Producte zz 1 , zz", . . . zz (n) 

sfimmtlich herausgehen. Dieses wird zutreffen, wenn man den Functionen a die 
Werthe zuertheiit: 

ÖUJ— «U»1 (—1) «0,n 

«in— ••• (—1; «o,. 



„-3 _(n— 3) 



Der Coefficient % von z 2 in der Summe 2 (v -f -p) wird hiernach : 

(23.) «o » «b*-«k-f«£ (-l)"<ii 

während die Coefficienten 4, n 2fi 12 , 2ft u , . . . 26 M der Producte «V, «V, . . . 
z'z (m) die Werthe erhalten: 

*u = «ii — 2a 01 
2* 12 = 2a 12 — 2CU2 



2fti,„_i = 2a 1>n-1 — 2cf 0jn-1 

2* 1>n t= 2« l>n , 

die übrigen Coefficienten aber dieselben wie in 2y bleiben. 
Auf dieselbe Weise wird man wieder eine Function: 

2a, = -(/?n*'+2/? ia s'q-... 2ft„_ 1 s«- 1 >)*' 

bestimmen können der Gestalt, dafs aus der Summe 2(v / + -^ + -^) die 

Producte z'z", z'z"\ . . . «V° herausgehen etc. Der Coefficient von z n 
wird hiernach: 

8i = *ii— *'i2-]-*ij (— l)""*i,T 9 

oder wenn man für die Functionen b ihre Werthe setzt: 

f I ff / 4 %*»— 1 _C«—1) 

(24) 21 = i au ~ a "T a u (—') a M 
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Mag man nun mit der Bildung der Function % n , 21* _ n • .. oder mit derBil- 
dang der Functionen 2l, M 3I M . . . den Anfang machen, das allgemeine Bildungs- 
gesetz derselben wird schwer zu erkennen sein. Dieses Bildungsgesetz wird 
sich aber herausstellen, wenn man untersucht, welche Terme zur Bildung der 
Functionen 21^, 3l 19 . . . 2i n jedes einzelne Glied der Function tp hergiebt. 
Hierzu dient folgende Gleichung: 

(25.) a«« = ( W rt - -f (* w ) tp " 2) + -£~^ C*" 1 ) 1 ^ 

p (p—4)(p—b) „,j.(p-«) , 
~T Ü2 ( * } + 



• • • 



. . . ^ (^^IH^tttzMli ((s <, w 






in welcher die Bezeichnungen gebraucht sind : 

Z ~ dx*> ' l* ' — rf. r p ' ^ > — fap-* > 

Es mufs noch bemerkt werden, dafs diese für 2zz Cp) gegebene Reihe nicht 
ins Unbegrenzte fortläuft, sondern mit demjenigen Gliede abzubrechen ist, 
welches aufhört einen Sinn zu haben, das ist, wenn p — 2q negativ wird. 

Man kann den Beweis dieser Entwicklung von 2zz (p) in derselben 
Weise führen, wie man die allgemeine Gültigkeit solcher durch Induktion ge- 
fundenen Gleichungen darzulhun pflegt. Denn differenzirt man die Gleichung 
(25.), deren rechten Theil wir der Kürze wegen mit R bezeichnen, nach x, 
so erhält man: 

woraus 

2^(p+d = *ü _ 2z'z'<p- 1 \ 

dx 

Setzt man nun in (25.) z f für z und p—\ für p, so erhält man die Ent- 
wicklung von 2*V ( ^ ) . Die Differenz *£- — 2e z 'ip-*> wird aber gerade die 

Reihe ergeben, die man aus (25.) erhält, wenn man p-f 1 für p setzt. 

Die Gleichung (25.) läfst sich noch dadurch verallgemeinern, dafs man 
xF* setzt für z, wodurch sie übergeht in : 



\2\(.p-^y 
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(26.) 2*< r V r+ " = ((^J0 W — ^((« (, ^)O c '^ + Y^ : r^C(« (rM) )*) OM ' 

_ p_ (p— 4)(p— 5) ^ e ir+s>j^üM) . . # . 

. . . ( pc y (y-y~t)^--g-2)... (p-2g+ \) ^(r+^y 

Hiernach wird irgend ein Glied der Function 2y in (18.) 

2« r . P+ „ *<'>*<"+» 
sich in mehrere Glieder zerlegen lassen von der Form: 

wo C eine Constante bedeutet. Dieser Differentialausdruck ist aber nach 
(9.) gleich: 

Vereiniget man wieder alle diese einzelnen Glieder, so wie auch die ver- 
schiedenen Functionen n zu einer einzigen, so erhält man: 

(27.) 2.« r>r+p *<'>s<'-H>>-f2.g 

. . . ( _, f« £. (^7-1)^-7-2)^^-27+1) a (^,) (a(r+9))i + . . . 

Diese Reihe ist ebenfalls mit demjenigen Gliede abzubrechen, welches auf« 
hört eine Bedeutung zu haben, das ist, wenn p — 2y negativ wird. Sie fahrt 
durch Hinzufügung eines vollständigen Differentialquotienten ein beliebiges Glied 
der Function 2t//, welches nicht schon die Form (21.) hat, auf diese Form 
zurück. Die Function 2w nimmt hiernach mit Hinzufügung eines passenden 
Differentialquotienten selbst die Form (2t.) an und man erkennt das Gesetz 
nach welchem in der Gleichung (21.) die Functionen 31 aus den Coefficienten a 
der Function 2y und deren Differentialquotienten sich zusammensetzen. 

S. 

Den letzten Satz im 3ten Paragraphen können wir nunmehr auch so 
ausdrücken : 

„Der Differentialausdruck : y= xf/(z) — ^^ + — (— 1 )* *ffi W) bleibt 

31* 
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„ungeändert, wenn man für die Function 2tp setzt: 

«(28.) * *'+ » t «*+..- -}- «^ ,y-") 2 -f a n>n (*«)V 

Denn nach (22.) ist 2l n = a^. und die Ausdrücke der anderen Functionen 21 
sind nach dem in dem vorhergehenden Paragraphen entwickelten Gesetze leicht 
aufzustellen. 

Mag man nun für 2y entweder den gegebenen Ausdruck (18.) wäh- 
len oder die durch Hinzufügung eines vollständigen Differentialquotienten zur 
gegebenen Function 2y/ transformirte Function (28.), so entdeckt man leicht 
eine zweite merkwürdige Eigenschaft des Differentialausdruckes W, die sich 
in Form eines Salzes also ausdrücken Ififst: 

„Wenn die Function 2\p der Variabein z, z', ... z im) durch die Sub- 
stitution z = u.z x übergeht in eine Function 2.v/, der Variabein z x , 
v z[, . .. z[ n \ so geht der Differenlialausdruck : 

,f-_y ( .)_aga + ...(_irä5as 

„durch dieselbe Substitution über in: 

,r - 1 j»; (s ,,_!^> + ... ( _i).^!l)},. 

Die Function \f> der Variabein z, z', . . . z (n) geht durch die Substitution: 

z = uz k 

= ii'Zi -f u z\ 

(29) { s" = „"^ 4- 2u'< 4 u z[' 

z w = uWz^W'z't + Su'z'l+uzW 



.v' 



in eine Function ^t der Variabein z k , z\* z? ... über. Differensirt man nun 
die Function tp unter dieser Hypothese nach den neuen Variabein und setzt 
der Kürze wegen: 

so erhält man: 



(30.) ^ y/ i( tf) = ttÄi _|_ 3^ _{_ 



• • 



. . 
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Differenzirt man diese Gleichungen abwechselnd mit dem positiven und 
negativen Zeichen genommen nach der unabhängigen Variabein x, die zweite 
ein Mal, die dritte zwei Mal und so weiter uud addirt die unter einander 
stehenden Glieder der rechten Theile aller Gleichungen., so wird das />-flte 
Glied der Summe: 

u u p i dx r \.2 dx % 

ein Ausdruck, welcher aus (9.) hervorgeht, wenn man daselbst für a p setzt 
u und für % setzt a p . Dieser Ausdruck wird also gleich: 

, 4SP (P) , 4sP dP%l/(.ZW) 

(-\fu.d; } = (-v/u — ^~ 

Es ist daher die Summe aller jener Gleichungen: 

OD v ,; ( *,)-!^+-<-i)-^£i 

Die Function 2^ ist in Rücksicht auf s^, ci, ... von derselben Form, 
als die Function 2ip in Rücksicht auf z> z\ . .., aus welcher sie durch die 
genannten Substitutionen (29.) hervorgegangen. Die Coefficienten der Quadrate 
und Producte von e i9 z',, ... in ihr sind aber homogene Functionen des zwei- 

ten Grades von u, u' . . ., und zwar ist der Coefficient von (z\ f gleich 
u 2 a nyH . Es hat demnach die Function 2^ A die Form: 

(32.) 2ip k = *k»*I + 2* ul * 1 *;+... u*a ntn (z\ n) ) 2 . 

Aber auch die anderen Coefficienten b in dieser Function, welche den Index 
haben, sind leicht zu bestimmende Functionen von u, u', .... In der That; 
differenzirt man die durch die Substitutionen (29.) identische Gleichung y>i= V 
nach *i, so erhält man: 

rp\{ Zi ) = ti^'(s)-^fiy(~')-|- ... iiWy/(*W), 

ein Ausdruck, welcher ungeändert bleibt, wenn man u mit z vertauscht, wie folgt: 

Es ist aber auch nach (32.) 

Vifci) = *üo*i + *bi«i+* • • K* z " - 
Aus dem Vergleich dieser beiden durch die Substitutionen (29.) identischen 
Ausdrücke für Vi(Si) ergiebt sich nun: 



• • • 
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b w = t*u/'(li) + «>'(«')-}- «>'(«")+ M< J Y(« (,) ) + 

b m = « ^'(m') + 2«y (»<" ) + 3«'y (ti< 3) ) -f . • • 

C 33 -) ( * w = u y/(u") -}- 3«y (« (3) ) + • • • 

* w = «V'(« (S) ) + • • • 

ein System von Gleichungen, welches analog den Gleichungen (30.) gebildet 
ist, und aus welchen durch eine gleiche Behandlung folgende der Gleichung (31.) 
entsprechende Gleichung hervorgeht: 

Wie sich nun der rechte Theil der Gleichung (31.) vereinfacht ohne seinen 
Werth zu andern, wenn man für 2y die Function (28.) setzt, ebenso kann 
man auch den linken Theil derselben Gleichung vereinfachen. Denn bestimmt 

Hm 

man einen vollständigen Differentialquotienlen -7— der Gestalt, dafs die Summe 

2v>i -f 2 -7— von der Form wird: 

(35.) «,«* + »!*;+... 8, (*j" } ) 2 , 

so ändert auch der rechte Theil der Gleichung (31.) seinen Werth nicht, wenn 
man für die Function 2^ die Function (35.) setzt. In dieser letzteren Function 
bedeuten die Coefficienten 35 dieselben Functionen der Coefficienlen in 2tf/ k 
als die entsprechenden Gröfsen 21 Functionen der Coefficienten in 2 t// sind. 
Es ist daher nach (23.) und (22.) 



n.n 



Die durch die Substitutionen (29.) identische Gleichung (31.) nimmt hiernach, 
wenn man für die Function 2tp g die Function (35.) setzt, die Gestalt an: 

dx ' dx % K ' dx" 

l , dif/z' , tPiprz" , 4 .„d"V(zW){ 

= U k*-^nr+-di* Mr-i&H' 

woraus, wenn man das Glied 39 &■==&■ — auf die andere Seite der Glei- 

chung bringt, für 53 a den Werth aus (36.) und (34.) setzt, und für die Func- 
tion V in (19.) der Kürze wegen das Zeichen braucht VC«), man erhält 

( 3 7o _^{ 8l <_^ + ... (-D-ir^^rij 
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Es stellt sich also der Ausdruck u . V(z) — z V(u) als ein vollständiger Dif- 
ferentialquotient dar. Dieses war vorauszusehen. Denn nach dem vorletzten 
Satze des Paragraphen 3. ist das Complement des Differentialausdruckes ¥(z) 
diesem Differentialausdrucke selber gleich, unter welcher Voraussetzung eben 
der letzte Satz des Paragraphen 2. auf den angegebenen Differentialausdruck 

• 

anwendbar ist. Was aber nicht vorauszusehen war, ist die Form des Integrales 
jenes vollständigen Differentialaasdruckes, welche aus der Gleichung (37.) her* 
vorleuchtet. Sie ist dieselbe in Rücksicht auf dieGröfsen sj, z'{, . .. z[ n \ welche 
die Function 2P nach dem letzten Satze des Paragraphen 3. in Röcksicht auf die 
Gröfsen z y z\ ... z (n) annimmt. Diese Bemerkung fahrt mit Berücksichtigung 
der vorhergehenden Sätze zu folgendem sehr merkwürdigen Satz: 

„Wenn *F(z) einen in Rücksicht auf die unbestimmte Function * und 
„ihre Differentialquotienten z', z", . . . z^ linearen homogenen Differential- 
Ausdruck bedeutet, dessen Complemeut ihm selber gleich ist, so ist der 
„Differentialausdruck 

u W(z) — z V(y) 
„ein vollständiger Differentialquotient, was auch u för eine Function sei 
„der unabhängigen Yariabeln; und das Integral dieses Differentialaus- 
„druckes geht durch die Substitution z === uz t , indem z x ganz daraus 
„verschwindet, in einen in Rücksicht auf z[, s", ... z[ p ~ l) linearen ho- 
„mogenen Differentialausdruck über von der Eigenschaft, dafs, wenn man 
„in demselben *i als die unbestimmte Function betrachtet mit ihren Dif- 
„ferentialquotienten z", s|", . . . z[ p ~ l \ das Complement ihm selber 
„gleich ist." 

Setzt man nun, um abzukürzen, 

(38.) *i(«i) = ©,«;_ *|Ä + ... (-d-' ^X;^ , 

so erhält man durch Integration von (37.) 

(39.) J]uW(z) — z V(u) } dx = — V t (z\) . 

Wenn aber u einWerth von z ist, welcher der Differentialgleichung y(s)=0 
genügt, so geht (39.) über in: 

(40.) Ju¥(z)dx = - ¥;(*;). 

Diese Gleichung ist der analytische Ausdruck des Salzes von Jacobi 
(dieses Journal Bd. 17, pag. 71), den wir als Corollar des vorhergehenden 
Satzes also wiedergeben: 
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„Wenn W(z) einen in Rücksicht auf die unbestimmte Function z und 
„ihre Differentialquotienten z\ 2", . . . z ip) linearen homogenen Ausdruck be- 
deutet, dessen Complement ihm selber gleich ist, und t# einen Werth von z, 
n weicher der Differentialgleichung 5F(ä) = genügt, so ist der Differential* 
„ausdruck u *F(z) ein vollständiger Differentialquotient. Das Integral desselben 
„geht durch die Substitution z = uz lti indem z t daraus verschwindet, in einen 
„in Röcksicht auf z\* *i', ... ä{ p ~" 1} linearen homogenen Differentialausdruck über, 
„dessen Complement ihm selber gleich ist, wenn man darin z[ als die neue 
„unbestimmte Function betrachtet und demnach *'/, 2", . . . sjf"" 1 * als die Dif- 
ferentialquotienten dieser Function." 

Diese Satze erscheinen wichtig genug, um sie noch durch einen zwei- 
ten Beweis zu begründen. 

6 

Die Function V Ififst sich nach dem letzten Satze des dritten Para- 

grapben auf die Form zurückführen : %z j ( — -—— •••• Jeder Term 

derselben bat die Eigenschaft, dafs er seinem Complemente gleich ist Es 
wird also der zuletzt angegebene allgemeine Satz auch Statt finden müssen, 
wenn man für die Function V die Function wählt: „ 

dxt> 

Und umgekehrt, wenn jener Satz für diese Function erwiesen ist, so wird er 
auch auf die Summe oder Differenz solcher Functionen, aus .welchen die all- 
gemeine Function W zusammengesetzt ist, sich ausdehnen lassen. 

Um für den vorliegenden Fall den Ausdruck u ¥(z) — z V(u) darzu- 
stellen, setze man in Gleichung (9.) für a p und z respective u und % p z w . 
Dadurch geht die genannte Gleichung über in: 

und wenn man in dieser Gleichung t* mit z vertauscht: 

dsP *" ; I p 1 <tx T * 

Zieht man nun die letzte Gleichung von der vorhergehenden ab, so erhält man 
den gesuchten Ausdruck: 
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wenn man setzt: 

1 . « • • • r ' 

Diese Ausdrücke werden lineare homogene Fanctionen der Gröfsen «i, 
*'ii • •• *?\ wenn nian in ihnen für z setzt uz t und entwickelt. Bezeichnet 

man den Coefficienten von z\ q) in der Entwickelang von D r mit (r, y), so 
wird derselbe: 

— />(/> — 1)- ••(/> — r ~ 1)P(P — 1). ..(/> — ? — l)**"^«**-*} 
ein Ausdruck, welcher ungeändert bleibt, wenn man r mit q vertauscht 

Jenes System von Gleichungen, welche, wie bemerkt wurde, in Röck- 
sicht auf z\ , z'ii . . . z^ linear sind, hat demnach noch die Eigenschaft, dafs 

die Horizontalreihen der Coefficienten von *', ar", ... z[ p) den entsprechenden 
Vertikalreihen gleich sind. Mithin lassen sich die linearen Ausdrücke links 
von den Gleichheitszeichen als die partiellen Differentialquotienten einer homo- 
genen Function X p der 2len Ordnung in Rücksicht auf z\, z", ... z[ p) der 
Gestalt darstellen, dafs: 

J5(*;> = ff*, *;c*n = ^ . . : x' p {z?) = u p . 

Multiplicirt man nun das obige System von linearen Gleichungen der Reihe 

nach mit z i9 *i, ... z[ p) und addirt, so erhält man die doppelte Function X p . 
Addirt man aber sflmmtliche positiven unter einander stehenden Glieder in der 
nicht entwickelten Form und dann sämmlliche negativen Glieder, und bemerkt, 
dafs 

so wird: 
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oder, wenn man für z seinen Werth uz t setzt: 

(42.) % j„«ü^l_i^.^} = 2^. 

Dieses ist der symbolische Ausdruck für die in Rücksicht auf z\ , z[\ . . . s?° 
homogene Function des zweiten Grades X p> deren partielle Differentialquotien- 
ten, eben die in (41.) mit 17 bezeichneten Gröfsen sind. Hiernach nimmt die 
Gleichung (41.) die Gestalt an: 

ff 1 z "• — 

rfjrP dx? 

Diese Gleichung liefert den Beweis, dafs der behandelte Differential- 
ausdrack ein vollständiger Differentialquotient ist, und dafs zugleich das Integral 
durch die Substitution z = uz L in eine lineare homogene Function von z\, 
2", . . . übergeht, deren Complement ihm selber gleich ist. 

Setzt man nun: 

(43.) x=x f +j;+...j;, 

so folgt aus der letzten Gleichung, da : 

wenn man jene Gleichung mit ( — l) p mulliplicirt, für p nach einander die 
Zahlen setzt 0, 1, ... n und addirt: 

(44.) u v( m) -*r W = £[rM)-<*f)+... (-lr-^^gü). 

Das Integral hiervon ist ebenfalls seinem Complemente gleich. 

Wenn aber u ein Werth von z ist, welcher der Differentialgleichung 
¥ / (c) = genügt und man setzt: 

(45.) - *i(«i) = X'(z\) - i*£5> + . . . (_ 4 )-i±^2) , 

so erhalt man durch Integration von (44.) 

(46.) fu . W (*) dx = — W t («i) 

ein Integral von allgemeinerer Form als das in (39.), (38.), dessen nachzu- 
weisende Eigenschaft abor nach dem vorletzten Satze des 3ten Paragraphen 
aus seiner Form ebenfalls hervorleuchtet. 
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7. 
Die vorangegangenen Untersuchungen dienen dazu die 2te Variation (4.) 
des Integralausdruckes (1.) 

(47.) J 2 = f b 2ydx 



a 



auf die Form (7.) zurückzuführen. Diese Transformation wird den Gegen- 
stand dieses Abschnittes bilden. 

Da 2tp, wie aus (5.) erhellet, eine homogene Function der 2ten Ord- 
nung ist in Rücksicht auf z, z\ ... z (n \ so hat man, wenn man der Kürze 
wegen setzt y\z (p) ) = a p , 

2xp = a^z-^üxz'-] a n z w . 

Ein Ausdruck, der, wie (8.) auf die Form (13.), auf gleiche Weise auf die 

Form gebracht werden kann: 

2ä dn 

wo A n =a — ci;-j- ••• (— l) n d£\ Da aber n für die Grenzen des Integrals 
verschwindet, weil jedes Glied eine der Functionen z, z*, ... z ( *~ l) als Factor 
enthält, welche der Annahme nach in den Grenzen des Integrals verschwin- 
den, so erhält man durch Integration, wenn man für die eingeführten Gröfsen a 
wieder ihre Werthe setzt, mit Berücksichtigung von (19.) und dafs 3P und 
¥(*) gleichbedeutend sind: 

(48.) J 2 =f b z J F(z)dx. 

a 

Es ist hier, wie in der ganzen Untersuchung, stillschweigend die Voraus- 
setzung gemacht, dafs kein Glied der Function 2y (5.) innerhalb der Grenzen 
der Integration unendlich wird. 

Durch die Substitution £= ti#i, wo u einen Werth von z bedeutet, 
welcher der Differentialgleichung *F(z) = genügt, und durch theilweise In- 
tegration geht die 2te Variation, wenn man ferner beachtet, dafs auch z t für 
die Grenzen des Integrals verschwindet, mit Zuziehung der Gleichung (40.) 
Ober in* 

(49.) 4 2 = f V t W x (*i) dx. 

a 

Dieser Integralausdruck ist von ganz ähnlicher Form als der vorher- 
gehende. Man wird ihn daher wieder ebenso behandeln können, indem man 
setzt 2*i = v\z' 2 und annimmt, dafs v\ ein Werth von z\ sei, welcher der 
Differentialgleichung ¥ r (s' 1 ) = genügt. Durch diese Substitution nimmt die 

32* 
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2te Variation die Gestalt an: 

(50.) J 7 =f b *>>W*W)dx, 

a 

worin y(«?)=-Vp',?Pi(*;)Är von der Form ist: 

(51.) y,«) = <m?--^-+..- (-ir* 1 — ^Är^- 



Indem man dieses Verfahren nun fortsetzt, gelangt man endlich in 
dem folgenden Ausdrucke für die 2te Variation: 

(52.) A = /V> *.(*£•>) dx, 

a 

wo V. («<">) den Wertb bat: 

(53.) ¥. (*<">) = «* ri l er? 2 . . . «.,. *<•>. 

Setzt man aber diesen Werth in (52.), so erhält man die gesachte Ifarm dar 
2ten Variation: 

(54.) J 2 =f V.("*i<- . • *P?dx. 

a 

Um dieses Integral weiter zu behandeln , mufs man sich die Substitutio- 
nen vergegenwärtigen, welche auf dasselbe geführt haben* Sie sind folgende : 

(55.) z = uz^ ^ = ^«5, a£ = !!#*£', ... 

wo u, tri, u£, . . . Werthe respective der unbekannten Functionen z, «J, «J, . . . 
bedeuten, welche den n Differentialgleichungen genfigen : 

(56.) *(*)*= 0, 5Pi«)=«0, Sy*?) = 0, ... 

die durch folgende Relationen ihre Bedeutung erlangen: 

(57.) y«?P(*)<te=-yi(si), yiiyi«)^— -r,«) f ... 

Die Differentialgleichungen (56.) lassen sich durch die angegebenen 
Substitutionen (55.) zurückfahren auf Differentialgleichungen zwischen der 
einen unbekannten Function z und ihren Differentialquotienten. Die erste Glei- 
chung (56.) ist von der gewünschten Form. Man erreicht dieses bei der 

2ten Gleichung, wenn man setzt *i = ~- , bei der dritten, wenn man setzt 



s\ 
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• • • 



Es werden demnach den Wertben u, t>i, ii#, . .. 



von z, «J, *7* • • m welche jenen Differentialgleichungea (56.) genügen, 
Werthe von z entsprechen, welche den umgeformten Differentialgleichungen 
und auf Grund der Relationen (57,) auch der einen Differentialgleichung 
7(*)ssO genügen. Diese entsprechenden Werthe von % seien: 



9$ U>> 



Alsdann hat man folgende Relationen, welche aus (55.) hervorgehen: 



uv 



19 



w 



(58.) 



w 



MIT,, 



• • • 



• • • 



z 



uz 



n 






Diese Relationen werden dazu dienen das Produkt 

(590 «»(tf?,..** 4 , 

dessen Quadrat in das Integral (54.) eingeht, durch u, v, w, . . . z und die 
Differentialquotienten dieser Gröfsen auszudrücken. Bei dieser Gelegenheit 
kommt ein Satz von den Determinanten in Anwendung, den ich, gelesen zu 
haben, mich nicht erinnere. Er lautet also: 

„Wenn a, b, c, ..., (n-fl) Functionen einer einzigen Variabein und 
n et, a", ... a {n) die auf einander folgenden Differentialquotienten der ersten, 
. . b {n) der zweiten . . . Function bedeuten, so ist: 



} V, b", 



(Xa) 


(la)' . 


. . (Xa)V 


m 


w . 


. . (*6) w 


(*) 


(Atf . . 


. • (^) w 



V+ 1 . 



a et 
b V 

c d 



• . 



• • 



• • • 









9 mag Ä eine Constante oder eine Function der unabhängigen Variabein sein. 
Betrachten wir nun die Determinante: 



u u' . . . n« 



(60.) V = 



v V 
w w 1 



• . • V 



(•) 



... 



w 



(•) 



. > . 



* *' ... *<•> 
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Dieselbe geht, wenn man für u, v, w, . . . % die Werthe setzt ans der ersten 
Horizontalreihe (58.) 

ti.l, uv x , titt?!, . . . uz i 
nach dem angegebenen Determinantensatze Ober in 



V 



u 



•+i 






V 



w 



tl 



1t 



... 



• • • 






«i z'l . . . z? | 

Setzt man wieder für v' n w\, ... z\ die ans der 2ten Horizontalreihe {58.) 
genommenen Werthe: 

so erhält man anf gleiche Weise: 



V = u n ^v[ m 



w 



>H 



2 



u> 7 






si' 



. . • 



*2 



Diese Operation fortgesetzt ergiebt endlich folgenden Werth der Determinante: 

(61.) V = ti"* 1 *;-!*?- 1 . . . «€•>. 

Ebenso wird sich die Determinante: 

u u' . . . iic- 1 ) 



(62.) 



V„ = 



v v' . . . rc-i) 

w w' . . . |^ ( *"" 1) 



welche sich von der Determinante V nur dadnrch unterscheidet, dafs die 
letzte Horizontal- nnd die letzte Verticalreihe darin fehlen, wie folgt dar* 
stellen lassen: 

(63.) V. =x «• r'— W- 2 . . • 

Dividirt man nun (63.) in (61.)) so erhält man das gesuchte Prodnct: 

(64.) -2- = uvlw'l ... a£\ 

Setzt man endlich diesen Werth des Produktes in (54.), so hat man 
die gewünschte Form (7.) der zweiten Variation: 

(65.) A, =f b a n , n 5£dx, 
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in welcher a^ = ^ o»)jLo un ^ ^ un ^ ^* durch (60.) und (62.) als Deter- 
minanten gegeben sind. 

Die Bestimmung der Functionen u, v, w, . . . und die Untersuchung 
der willkürlichen Constanten in dieser Form der zweiten Variation soll dem 
folgenden Abschnitte vorbehalten bleiben. 

8. 
Wir kehren zu der Differentialgleichung (14.) zurück: 

durch welche dem Maximum oder Minimum von J entsprechend y als Func- 
tion von x sich bestimmt. Angenommen, man habe y als Function von x 
mit den 2n willkürlichen Constanten c^, a 2 , ... ct 2n gefunden, welche Function 
der angegebenen Differentialgleichung identisch genügt. Alsdann steht es frei, 
die Differentialgleichung nach irgend einer der willkürlichen Constanten zu dif- 
ferenziren. Differ*izirt man aber den linken Theil jener Gleichung nach a*, 

so erhält man gerade den Ausdruck X F > in welchem für z steht ^-. Aus 

der angegebenen Differentiation der genannten Differentialgleichung sehen wir 
daher folgende Gleichung hervorgehen. 

Qy 

welche den Beweis liefert, dafs -^- ein Werth von z ist, welcher der linea- 
ren homogenen Differentialgleichung der 2nten Ordnung V(z) = genügt. 
Solcher Werthe giebt es aber 2n, weil jeder der 2n Constanten a ein Werth 
von % entspricht, Man kann daher den vollständigen Werth von z, welcher 
der Differentialgleichung genügt, mit 2n neuen willkürlichen Constanten aus 
jenen 2» Werthen zusammensetzen. Die alten willkürlichen Constanten a sind 
so zu bestimmen, dafs y mit seinen (n — 1) ersten Differentialquotienten für 
die Grenzen der Integration verschwindet. — Da aber u, v, w, . . . Werthe 
von z sind , welche sämmtlich der Differentialgleichung W{z) = genügen, 
so haben diese Functionen die Form: 

u = fl 1 r 1 +a 2 r 2 +... 02 U r 2n 
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wenn man der Kürze wegen setzt: 

(68.) &_„ 

und mit den Bachstaben a, b, c, ... mit ihren angehängten Indices Constanten 
bezeichnet. 

Diese Constanten sind jedoch nicht alle willkflhrlich. Vielmehr existiren 
gewisse Relationen zwischen ihnen, welche wohl zu berücksichtigen sind. 

Es sind zwar v, v, w, . . . Werthe von z, welche der Differential* 
gleichung W(z) = genügen, allein diese Werthe sind noch vermöge der 
Relationen (58.) abhängig von den Werthen v, t?' n w", . . ,, welche respective 
fttr Zj «i, «£', ... gesetzt, wie in dem vorhergehenden Paragraphen hervor- 
gehoben wurde, den Differentialgleichungen (56.) genügen müssen. Wir haben 
demnach folgende Bedingnngsgleichnngen 

(69.) V(u) = 0, ¥i (*J) = 0, !F 2 (w'i) = 0, ... 

welche mit Zuziehung von (58.) und (67.) sich auf Gleichungen zwischen 
den Constanten a, b, e, ... und den Functionen r zurückführen lassen, 

Tn der That, bezeichnet man mit D , D t , D 2 , ... die Determinanten: 

(70.) />o=l, />! = *, D 2 = 



u u! 


, />,= 


u u' u" 


v v' 




w w f w" 



• . 



... 



... 



so kann man mit Anwendung des angegebenen Determinantensatzes diese 
Gröfsen also darstellen: 

woraus sich ergiebt: 

[71.) rj = --4jr*> u>* = -kr 1 * 

i i 

welche Gleichungen das Bildungsgesetz de* Hulliplicatoren u, v[ , u>' 2 \ . . . ver- 
anschaulichen. Diese Werthe hat ufan nun in die Gleichungen (69.) und dann 
für ei , v, w, . . . dio Werthe aus (67.) einzusetzen, um die gesuchten Glei- 
chungen zwischen den Constanten a, b, e, . . . und den Functionen r zu 
erhalten. 

Die erste von den Gleichungen (69.), welche nur die Constanten a 
und die Functionen r enthält, wird von selber erfüllt. Die zweite führt anf 
eine Gleichung zwischen den Constanten a, b und den Functionen r, welche, 
da ^(z'J — O die erste Integralgleichung von ¥*(*) — () ist, durch emeBe- 
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dingungsgleichung zwischen den Constanten a, b identisch erfüllt wird. Die 
dritte Gleichung führt auf eine Gleichung zwischen den Constanten a, b, c 
und den Functionen r zurück, welche, da W 2 (z") = die zweite Integral- 
gleichung von *P(z) = ist, durch zwei Bedingungsgleichungen zwischen den 
Constanten a, b, c identisch erfüllt wird, wenn die vorhergehende schon iden- 
tisch erfüllt wurde etc. . . . Die Indices von V in den Gleichungen (69.) 
geben demnach zugleich die Zahlen der Bedingungsgleichungen an, welche 
zwischen den Constanten a, b, c, ... exi stiren. Es ist also die Zahl der 

Bedingungsgleichungen zwischen den Conslanten a, b, c, . . . gleich — ^ — -• 

Es lassen sich aber auch H H ~ Gleichungen angeben, die durch jene 

2 Bedingungsgleichungen zwischen den Constanten a, b, c, ... identisch 
erfüllt werden. Es sind dieses folgende Gleichungen: 

¥ (u) = 0, 

!F(r)=0, ^(0=0, 

!P(u>) = 0, !Pi(i/,;) = 0, ?P,(u>i') = 0, * 



mit Ausnahme der in der ersten Vertikalreihe stehenden Gleichungen, welche 
von selber erfüllt werden und nur der Uebersicht wegen hinzugefügt wor- 
den sind. 

Wenn nun jene <T" Bedingungsgleichungen zwischen den Constan- 
ten a, b, e, . . . sfimmtlich erfüllt sind, so wird die letzte Gleichung (69.) 

(72.) W^(C\) = 
eine identische Gleichung. Erinnert man sich aber des Bildungsgesetzes der 
Function 9°^ durch successive Anwendung der Gleichung (39.), so wird 
man auch umgekehrt die Behauptung gerechtfertigt finden, dafs die identische 

C leichung (72.) jene — ^ — - Bedingungsgleichungen zwischen den Coefficien- 
ten a, b, c, ... in sich einschliefse. 

Durch diese Z~ Bedingungsgleichungen zwischen den 2» 2 Con- 
stanten a, b, c, . . . lassen sich eben so viele Constanten als Functionen der 
übrigen ausdrücken« Die letzteren bleiben willkürlich. 

Soll daher ein wirkliches Maximum oder Minimum Statt finden, so darf 

erstens, wie schon erwähnt wurde, der Ausdruck a tty<t = -g (w) L B) innerhalb 

Journal für Mathematik Bd. LIV. Heft 8. 33 



254 £'• Hesse, Critcrien des Maximums und Minimums. 

der Integrationsgrenzen sein Vorzeichen nicht ändern, und zweitens müssen 
die willkürlichen Constanten sich so bestimmen lassen, dafs der Quotient ^~ 

innerhalb der Integrationsgrenzen a nnd b nicht unendlich wird. 

Gehen wir aber auf die Form jenes Quotienten näber ein, so bemer- 
ken wir auf den ersten Blick, dafs, wenn man den Differentialquotienten g-^j* 

welcher wieder eine Determinante ist, mit V p bezeichnet, man ihn aus De- 
terminanten zusammensetzen kann wie folgt: 

t 7d.j — = — — — . 

Setzt man in diese Determinanten nun für u , v, w, . . . die Werthe 
(67.), so Qbersieht man auch leicht die Verbindung der Constanten zu neuen 
Functionen der Constanten, und der Functionen r mit ihren Differentialquotien- 
ten zu neuen Functionen. Es zerfallt nämlich jede der angegebenen Deter- 
minanten in die Summe von Produkten von 2 Factoren, von denen der eine 
Factor durch eine Determinante dargestellt wird, welche sich nur aus den 
Constanten a, A, c, ... zusammensetzt, während der andere Factor eine De- 
terminante ist aus den Functionen r und ihren Differentialquotienten. Diese 
Determinantenconstanten sowohl als diese Determinantenfunctionen kommen im 
Nenner und Zähler des Quotienten (73.) nur in linearer Weise vor. Es kann 
daher dieser Quotient nur unendlich werden dadurch, dafs der Nenner V« 
durch hindurchgeht. 

Die zweite oben angegebene Bedingung des Maximums oder Minimums 
vereinfacht sich hiernach dahin, dafs die willkürlichen Conslanten in V. sich 
so bestimmen lassen müssen, dafs dieser Ausdruck innerhalb der Integrations- 
grenzen nicht verschwindet. 

Die bezeichneten Determinantenconstanten gehen aber in den zu unter- 
suchenden Ausdruck V M nur in linearer Weise ein. Es ist daher natürlich 
diese Determinantenconstanten als neue Conslanten einzuführen und die Be- 
dingungen zu suchen, welchen diese neuen Constanten unterworfen sind. 
Diese sind zweifacher Art. Erstens finden schon Relationen Statt zwischen 
diesen neuen Constanten als Determinanten, gebildet aus den alten Constanten. 
Doch auch diese Relationen sind nicht unabhängig von einander, indem die 

einen die andern bedingen. Zweitens aber sind sie noch n H ~ Bedingungen 
unterworfen, weil zwischen den alten Constanten eben so viele Bedingungs- 
gleichungen Statt finden, welche aus der identischen Gleichung (72.) hervor- 
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gehen. Wenn es sich nun zeigt > dafs auch in diese Gleichung nur die De- 
terminantenconstanten eingehen, und wir werden in den folgenden speciellen 
Fallen sehen, dafs es daselbst zutrifft, so ist die zweite Art der Bedingungen 
leicht hergestellt. Die Untersuchung der ersten Art der Bedingungen zwischen 
den Determinantenconstanten ist eine würdige Aufgabe der Determinanten- 
theorie, die ihrer allgemeinen Lösung harrt. In den angedeuteten speciellen 
Fallen jedoch soll sie vollständig durchgeführt werden. 

Wir brechen hiermit die allgemeine Untersuchung der zweiten Variation 
eines Integralausdruckes ab, indem wir uns begnügen sie auf die Form (65.) 

zurückgeführt, die Z~ Bedingungen zwischen den willkürlichen Constanten 

a, b, c, . . . angegeben und die Schwierigkeit der weiteren Behandlung der 
zweiten Variation hervorgehoben zu haben. Die folgenden mehr ins Einzelne 
gehenden Untersuchungen der Fälle, wenn n=l, 2, 3, werden dazu dienen, 
die hier gemachten kurzen Andeutungen im Speciellen zu verdeutlichen. 

9. 

Es handle sich um das Maximum oder Minimum des Integrals 

J —ff(x<>Y,y J )dx. 

a 

In dieser Voraussetzung bestimmt sich die unbekannte Function y durch die 
Differentialgleichung : 

rw-*ip- = o. 

Gesetzt, man habe durch Integration y als Function von x mit ihren beiden 
willkürlichen Constanten a M a 2 gefunden. Alsdann hat man letztere so zu 
bestimmen, dafs y für die Grenzen a und b die gegebenen Werthe annehme. 
Hierdurch ist in der zweiten Variation: 

2tpdx, 

a 

in welcher: 

2y/ = a 00 zz-\-2a m zz'-\-a ll z f z', 

Alles bestimmt mit Ausnahme der unbestimmten Function z nnd ihrer Diffe- 
rentialquotienten. Setzt man nun 

so erhält man durch Iheilweise Integration: 

J i =f z Y(z)dx. 

83« 



256 "• Hesse, Criterien des Maximums und Minimums. 

Der Ausdruck W(z) läfst sich aber auf die Form bringen: 

Es ist hiernach: 

woraus man durch Integration erhält: 

Wenn man nun setzt: 

so verschwindet *F(u) und man erhält: 

fuW{z)dx = — a u (ti*'— *ii' ) , 

mit Hälfe weicher Gleichung der vorhin gegebene Ausdruck von 4 2 durch 
theilweise Integration übergeht in: 

^ 2 =y «11 -35.— («*'— zu')dx oder 

a 

o 

Der Ausdruck unter dem Integralzeichen, in welchen, wie man sieht, 
nur das Verhöltnifs der willkürlichen Constanten a x , Oj eingeht, darf inner« 
halb der Grenzen der Integration nicht unendlich werden, wenn ein wirkliches 
Maximum oder Minimum Statt haben soll« Er wird aber unendlich, wenn der 
Nenner u 7 für einen zwischen a und b liegenden Werth von x verschwindet. 

Wenn man also setzt: m= *-, so ist es eines der Criterien des Maxi- 
st 

mums oder Minimums, dafs in dem Ausdrucke: 

u 
— = r 2 — wir. 

die Constante m so bestimmt werden könne, dafs derselbe für keinen zwischen 

a und b liegenden Werth von x verschwindet. Sehen wir zu, wie Jacobi 

dieses Criterium weiter behandelt. — 

«• 
Wenn es einen Werth gicbt, den der Bruch — innerhalb der Gren- 
zt 

zen a und b für x nicht annimmt, so wird man der willkürlichen Constanten m 
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immer einen solchen Werth zuertheilen können, dafs der Ausdruck: 

innerhalb der genannten Grenzen für x niemals verschwindet. Man braucht 
derConstante nur jenen Werth zu geben. Wenn dagegen jener Bruch inner- 
halb derselben Grenzen für x alle Werthe durchläuft von — oo bis -f °°* so 
mnfs jener Ausdruck notwendiger Weise ein Mal verschwinden, welchen 

Werth auch die willkürliche Conslante m habe. Untersuchen wir daher die 

*• 
Natur des Bruches — • 

Der Zähler r 2 und der Nenner r g genügen der Differentialgleichung 
JF\£)=rO. Man hat daher: 

V(r 2 ) = 0, V(rJ = 0, 

woraus hervorgeht: 

r t ¥(r 2 ) - r 2 W(r % ) = 0, 

eine vollständige Differentialgleichung, durch deren Integration man erhält: 

Der linke Theil dieser Gleichung wird aber aus der oben angegebenen In- 
tegralformel erbalten, wenn mau für u und % respective setzt r x und r 2 . 
Setzt man seinen Werth, so erhält man: 

— Äntori — r 2 r[) = C 
oder 



ß 



dx a t t r J 

rechte Theil der Gleichung ändert sein Vorzeichen nicht, weil C eine 
Constante, r] ein Quadrat und a n sein Vorzeichen nicht ändern darf, wenn 
ein wirkliches Maximum oder Minimum Statt haben soll Daraus folgt, dafs 

der Bruch — fortwährend wächst, wenn er ein Mal wächst, und wenn er 

die Grenze -f oo des Wachsens erreicht hat zu — oo überspringt und dann 
wieder wächst über hinaus bis -f * etc.,..: oder, dafs er in eben der- 



selben Weise abnimmt« Der Bruch -*- wird also alle Werthe zwischen — oo 

und -j-°° annehmen, wenn er für zwei verschiedene Werthe von x ein und 
denselben Werth hat. Hieraus ersieht man, wie wesentlich es ist die Grenzen 
der Integration zu beschränken. Denn wenn man die Grenzen des Integrals J 
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nur nicht so weit ausdehnt, dafs der Brach — innerhalb der Grenzen der 

Integralion noch einmal den ursprünglichen Werth annimmt, so wird man der 
willkürlichen Constante m immer einen solchen Werth zuertheilen können, dafs 

der Ausdruck — innerhalb der Grenzen der Integration nicht verschwindet. 

Die Grenzen des Integrals dürfen also nur bis zu der Grenze erweitert wer* 
den, für welche zum ersten Male die Gleichung Statt hat: 

(-) = (-) 

und selbst diese Grenze raufs schon ausgeschlossen bleiben. 

Um diese Gleichung geometrisch zu deuten, nehme man an, dafs 

das Integral sei der Differentialgleichung 

mit den beiden willkürlichen Constanlen a M a 2 . Jene Integralgleichung stellt 
die gesuchte Curve des Maximums oder Minimums dar, wenn die willkürlichen 
Constanten den Grenzbedingungen gemäfs bestimmt sind. Die erste Grenz« 

bedingung : 

y a = F(ä, ö,,«,) 

drückt aus, dafs die Curve des Maximums oder Minimums ansgehe von einem 
durch die Coordinaten a und y a gegebenen Punkte. Durch sie wird c^ als 
Function von a x bestimmt, und die Gleichung der Curve des Maximums oder 
Minimums enthalt nunmehr nur noch eine willkürliche Constante a x . Man hat 
daher eine ganze Schaar von Cnrven des Maximums oder Minimums, welche 
alle von demselben Punkte ausgeben. 

Betrachten wir nun zwei von diesen Curven, deren Parameter a x sich 
nur um die unendlich kleine Gröfse * von einander unterscheiden, so stellen 
sich ihre Gleichungen also dar: 

y == F(x f «, , etj), 

r -*(**, *>+(£+££)«• 

Diese beiden von demselben Punkte ausgehenden Curven werden sich im Ali- 
gemeinen in einem zweiten Punkte schneiden. Setzt man nun fflr x und y 
die Coordinaten b und y b des Schnittpunktes und zieht die erste Gleichung 
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von der folgenden ab, so erhält man für den Schnittpunkt: 

Differenzirt man nun die obige Gleichung, durch welche o* als Function von 
a g definirt wurde, nach a M so erhalt man: 

da 

und durch Elimination von -5-*- aus diesen beiden Gleichungen: 



(dy\ ( dy\ 

^ d* t ' a V da t 'b 

^^'« \ da, h 

Dieses ist aber gerade dieselbe Gleichung, in welche die zu deutende Glei- 
chung Qbergeht, wenn man dort für r x und r 2 ihre Werthe -g£- und -ge- 
setzt. Sie beweiset, dafs für die von einem gegebenen Punkte ausgehende 
Curve des Maximums oder Minimums, wenn man auf ihr continuirlich fort- 
schreitet, die zweite Grenze des Integrals, welches ein Maximum oder ein 
Minimum sein soll, nur bis zu demjenigen Punkte ausgedehnt werden dürfe, 
in welchem die Curve von der ihr zunächst liegenden Curve des Maximums 
oder Minimums geschnitten wird. Es ist dieses derselbe Punkt, in welchem 
die Enveloppe aller von dem gegebenen Punkte ausgehenden Curven des 
Maximums oder Minimums die in Rede siehende Curve berührt 

Zu der oben angegebenen Grenzengleichung gelangt man auch durch 
folgende ebenfalls von Jacobi angestellte Betrachtung: 

Wenn der Integralausdruck J ein Maximum oder Minimum sein soll, 
so darf die zweite Variation 

o 

für alle Functionen z ihr Vorzeichen nicht Andern. Es ist aber noch zulässig, 
dafs sie für eine bestimmte Function z verschwinde. Das Verschwinden der 
2ten Variation für eine bestimmte Function von z ist jedoch die Grenze für 
die Ausdehnung der Grenzen des Integrals J. Denn dehnt man die Grenzen 
dieses Integrales noch weiter aus, so bietet das Prinzip der Continuitfit wenig- 
stens eine Wahrscheinlichkeit dafür, dafs die zweite Variation auch ihr Vor- 
zeichen andere. 
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Die zweite Variation verschwindet aber für einen Wertb von e, welcher 
der Differentialgleichung genügt: 

<P(z) = 0, 
und der allgemeinste. Wertb von z, welcher dieser Differentialgleichung ge- 
nügt, ist, wenn man mit a x und a* zwei willkürliche Constanten bezeichnet 

Hiernach scheint es, dafs diese Grenze, für welche J 2 verschwindet, unter 
allen Umstünden erreicht werden könne. Allein es ist zu beachten, dafs die 
Function z noch der Beschränkung unterworfen ist, zu verschwinden für die 
Grenzen des Integrals J. Man hat daher: 

= aitr^-f-öjto)*, 

woraus durch Elimination der willkürlichen Constanten a,, a^ eben jene Gren- 
zengleichung hervorgehl : 

10. 

Die Bestimmung des Maximums oder Minimums des Integralausdruckes 

a 

verlangt die Integration der Differentialgleichung: 

Sie giebt y als Function von x mit 4 willkürlichen Constanten. Letztere bat 
man so zu bestimmen, dafs y und y 9 für die Grenzen a, b des Integrales ge- 
gebene Werthe erhalten. 

Ob die auf diese Weise bestimmte Function y jenen Integralausdruck J 
zu einem wirklichen Maximum oder Minimum macht, hfingt von der zweiten 
Variation ab: 

J 7 =zf2y/dx, 

a 

wo 

2y = a (MJ zz^a n z , z , ^a n z''z ,, ^2a n z'z ff ^2a m zz' 9 ^2a m zz^. 

Durch theilweise Integration führt man nun J 2 auf die Form zurück: 

A =J b z¥(z)dx, 
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wo 

Dieser letztere Ausdruck vereinfacht sich aber nach (20.) in: 



indem man hat: 



dx ' dx : 
So = Oüü — «oi+^wi 

Ä! = «u— ai 2 — 2hb, 



>» 



B* ist nan nach (41.) 

u%z— z%u = 0, 

^ rfx rfj: / dx ^ 

""*? *~ÄP~ = * s^ 5P » 

woraus man durch Addition erhält: 

wenn man setzt: 

Wenn nun u ein Werth von % ist, welcher der Differentialgleichung 
W(z) — genfigt, so verschwindet das Glied % ^(m) aus der vorhergehenden 
Gleichung und man erhält durch Integration: 

fuW[z)dx = - ¥*,(*;). 

Nit Hülfe dieser Gleichung und durch die Substitution z = uz k geht nun die 
zweite Variation Ober in: 

o 

welcher Ausdruck nur die unbestimmte Function z f l mit ihren Differential- 
quotienten enthält, weil aus dem mit ^(cj) bezeichneten Ausdrucke z t ver- 
schwindet und nur die Differentialquotienten dieser Function zurückbleiben. 

Man kann nun die Function ¥>i(*i) einfacher durch die partiellen Dif- 
ferentialquotienten ein und derselben Determinante ausdrücken. Denn setzt man: 
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u u' u" 

v v' v" 
z z f s" 



so wird: 






Man weifs nun a priori, dafs die Differenz: 

«*JPi(*'i)-*S* r i(*i) 
der vollständige Differentialqnotient einer Function ^(«i') ist. Wir werden 
dieses jedoch noch besonders beweisen, indem wir das Integral desselben 
darstellen. 

Die Function ^„(sj) gebt Ober in ¥j(t>i), wenn man für z setzt v. 
Daher ist: 



*i(»I) 



*inr+*n£ + 



rf«, 



dA 

dz' 



8»' 



ös 



rfjr 



Ferner hat man: 



< = 



rf*- 

U 

dx 
u 



uz' — u'z 



ut/ — m'v 



dA \_ 

d& ' u* ' 

8A 1 



1 dx u* dz" «* 

Um nun jene Differenz gleich in der einfachsten Gestalt zu erbalten, bemer- 
ken wir, dafs: 

BAdA__ dA dA 
dz" dv W> dz 

dA 3A dA dA 



~u'A, 



, dA 
dz" 



dz« dt/ dv» dz* 

dA 

.i * 



= uA, 

^A 

A d-J< 



BA 
dv> 



dx dz' ' dx 

Hit Berücksichtigung dieser Gleichungen nimmt die angegebene Differenz die 
Gestalt an: 



d 



%A 



ii 



«/*,«) 



MM-WM) =~ ~ dx dx 

Wenn nun v ein Werth von z ist, welcher der Differentialgleichung 
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*»(*!) = genagt, so verschwindet der Termsrjy,^;) and man erhalt durch 
Integration 

r t>\ V t (z\)dx = - ^ = _ y 2 (<). 



/- 



Diese Gleichung dient dazu die zweite Variation weiter zu transfor- 
miren. Denn setzt man z\=t\z 2 , so erhöh man durch theilweise Integration : 

a 

Setzt man nun hierin für %(«£) den angegebenen Werth, ebenso für 
z'i seinen Werth: 



Z< 



\dz"' 



der am einfachsten aas dem in (Tl.) angegebenen Werthe von 10? dadurch 
hervorgeht, dafs man für w setzt z, so erhalt man die gewünschte Form (65.) 
der zweiten Variation: 



*» TdJhJ dx ' 



/ 



In dieselbe geben die Werthe von w und v ein: 

v = ^Ti-j * 2 r 2 -f * 3 r 3 -f ft 4 r 4 

mit den 4 willkürlichen Constanten a und den 4 willkürlichen Constanten b, 
welche aber noch der Gleichung ^(i'i) = identisch zu genügen haben. 
Von dieser Gleichung weifs man, dafs sie identisch erfüllt wird durch eine 
Relation der Constanten, die man etwa dadurch erhält, dafs man der unab- 
hängigen Variabein x in jener Gleichung einen bestimmten Werth zuertheilt. 

Bezeichnet man nun die Determinante a M bi — a k b M mit (*2], so wird 
man bemerken, dafs in den zuletzt angegebenen Ausdruck von J 2 nur die 
Verhältnisse der 6 Determinanten -Constanten eingehen: 

[12] [13] [14] [23] [24] [34], 

was auch bei der Gleichung i P 1 (v' l ) = zutrifft. Führt man also die 6 De- 
terminanten -Constanten als neue Constanten ein, welche, weil es sich nur 
um die Verhaltnisse derselben handolt, 5 Constanten vertreten, so hat man 
zwischen diesen 5 neuen Constanten 2 Bedingungsgleichungen. Die erste: 

[12].[34] + [23].[14]-[13].[24] = 

34* 
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ist eine identische Gleichung der Determinanten, woraus sie besteht; die 
zweite macht folgende Gleichung auf die angegebene Art zu einer identischen : 

Der Ausdruck -^ enthalt demnach nur noch 3 vollkommen willkür- 
liche Constanten. Diese 3 willkürlichen Constanten müssen sich so bestimmen 
lassen, dafs der genannte Ausdruck -^ innerhalb der Grenzen a, b der In- 
tegration nicht verschwindet, wenn J ein wirkliches Maximum oder Minimum 
sein soll. 

11. 

Es sei ein Integralausdruck gegeben von der Form: 

a 

es soll y als Functioa von x so bestimmt werden, dafs jenes Integral ein 
Maximum oder Minimum werde. 

Diese Aufgabe verlangt die vollständige Lösung der Differentialgleichung 

' (?>--&- + — d? dP ° 

mit ihren 6 willkürlichen Constanten. Letztere hat man so zu bestimmen, dafs 
y, y, y" für die Grenzen x = a und x = b des Integrals gegebene Werthe 
erhalten. Die Beantwortung der Frage, ob auf diese Weise ein Maximum 
oder ein Minimum erreicht wird, oder keines von beiden, hängt von der 
zweiten Variation J t 8b: 

J 2 = J 2tpdx, 

a 

in welcher: 

+ 2a„*V' + 2a„«V"-f 2«^»"«"'. 
Man transformirt dieses Integral durch theilweise Integration in: 

J t = /' b zW(z)dx, 

a 

indem man setzt: 
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Dieser letztere Aasdruck Ififst sieb nach (20.) einfacher also darstellen: 

indem man nach (23.), (24.) and (22.) hat: 

21, = flu — «ii-f «m — 2<ioj + 3«», 
g, = «a — <4— 2« u , 

% = «»• 
Es ist nun nach (41.) 

«8o« — «S«« = 0, 

^ dx * dx ^ dx ' 

|f rf , g t a" g d 1 «,«" __ » rfg.Ka'-tV) rf'gj«"*— z"u) 
dx* dx* dx 2? ' 

-^"TF"'-*-*rT"V s 3 rf£ 3 dx* 

, d*fl,lu m z—z m u) 
+ Ä? 

Addivt man diese Gleichungen, so erhtlt man: 

uY(z)-zV(v) = -^^, 
wenn man setalt 
-^(zl) = ttifo's - *'«) + 2g a (tiV- »V ) - rf *■ ^-g üä 

Es sei nun u ein Werth von z, welcher der Differentialgleichung *P(z) = 
geifigt. Unker dieser Annahme verschwindet das Glied z¥(u) der vorher- 
gehenden Gleichung, und man erhält durch Integration: 

fuV(z)dx= -*,(*'.), 

eine Gleichung, deren rechter Theil durch die Substitution z = uz x in eine 
Function von z\ Und deren Differentialquotienten Obergeht, indem z x ganz 
daraus verschwindet. Durch dieselbe Substitution geht aber die 2te Variation, 
wenn man die letzte Gleichung zu Hülfe nimmt, Aber in: 

j 7 «yv^c»;;**. 
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Es wird nun darauf ankommen die Differenz: 

als einen vollständigen Differentialquotienten darzustellen, indem man bat: 



d± 



*i = 



u uz* — u f z 



dx u 



t 



U Ul/ — u f v 



Vi — di «> — 

Zu diesem Zwecke wollen wir den oben angegebenen Ausdruck von V t (z[) 
in zwei andere zerlegen, indem wir setzen: 

-W«{z\) = % («'s - z'u) -\-2% (t< V- * r V ) - rfg * {U J~ z " u) , 

wodurch man hat: 

Der erste von diesen Ausdrücken ist derselbe, der im vorhergehenden Para- 
graphen mit ?', (z[) bezeichnet wurde, und wir entnehmen von dort den Werth 
der Differenz: 

d— % % A 

Was den zweiten Ausdruck anbetrifft, so wollen wir denselben ordnen 
nach den Differentialquolienten von 2t 3 , indem wir setzen: 

Alsdann ist: 

— F (*l) = (« (S >» - * (S, t«) — («W- 5<*V ) -f (m"V-*'V) 

— F!(*2) = 2(t«< 4) * — *<«>«) — (ti'V— *"V) 

— F a (s;) = («"'» — »'"«). 

Diese Ausdrücke lassen sich einzeln leichter behandeln als die aas ihnen 
zusammengesetzte Function Vl(z\). Ohne grofse Mühe wird man finden, dafs : 

< F„ (*; ) - z\ F„ (*',) = -jjr { «4 - «'A* + «"-4*3 - «'"^.«a } , 

^F l {z\)-z\F l {v\) = ■l{2«^ 014 -ti'^ <MJ }, 

v\F 7 (z\) - z\F t (v\) = ^«4, 
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wenn man der Kürze wegen setzt: 



E <K2 



u 



u 



II 



Jf 



J9 



l *lfii 



tl 00 u a) u w 
r<«> *<*> rO«) 
*<«> tfto z(p) 



Um den rechten Theil der ersten von jenen drei Gleichungen zu trans- 
formiren, benutzen wir die identische Gleichung: 

t*ji m — u'j4 m -\'u"4 m — u" t j1 m2 = 0, 

mit deren Hülfe der rechte Theil der genannten Gleichung sich also darstellt: 



i 



f< 



r { * (^oi5 — An) + «'(^023 — ^014) } 



dx 



wie auch der rechte Theil der zweiten Gleichung auf die Form zurückgeführt wird : 



i 






wenn man erwägt, dafs: 

dx 



-«ias"r-^üi4? jj t== -4w4T-^üi5 5 



±4* 

ix 



-"iajT v *w 



Die obigen Differenzen werden hiernach: 



1 



t>\F {z\)-z\F {v\) 



v\Fx(*x)-*\FM 



*— <-^14— ■ Atx) 



dx 



1 



1 



— 3J V — 04)14— 4»)« 



uu* 



Addirt man diese Gleichungen, nachdem man sie vorher der Reihe nacb mul- 
tiplicirt hat mit $l 3 , %, 8J', so erhält man: 

Addirt man endlich diese Gleichung za der obigen, aus dem vorhergehenden 
Paragraphen genommenen Gleichung, so erhalt man die gesuchte Differenz: 

t>;^(*'i)-*;^(t>;) = -^ß, 

worin: 

1 



dx 



*.(*?) 



{ Äs-4uf»+ 2lj(-4w — -4m«) — Äi-^ou}. 
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Die in diesem Aasdrucke vorkommenden Determinanten lassen sieh 
sämmtlicb durch eine einzige ausdrücken. Denn setzt man: 

dV , 



V = 



« «' u" u'" 



t? V 

w w f w n w m 



z z' 



z" z'" 



und 



u 


u' 


u" 


„(4) 


V 


v' 


v" 


„(4) 


w 


w' 


u>" 


w m 



z z 



Jl 



*<♦> 



so ist: 



ÖV 



du? 



n » 



Am = — 



'013 



3w" 



•4)1« 



dV 



'013 



av 

du? 



1 i« ÖV _L SM (W _L 3 VU-« 3V ) 



Man hat daher: 

und wenn man in dieser Gleichung z mit w vertauscht: 

*<■<>- v{*&+«.(£+&)+«&l- 

Kehren wir aber zu der angegebenen Differenz zurück, und nehmen 
an, dafs v ein Wertb von z sei, welcher der Differentialgleichung ¥ r 1 (« 1 ) = 
genügt, so verschwindet daraus das Glied *ilPi(t>i) nnd man erhält durch In- 
tegration : 



ß 



mit Hülfe welcher Gleichung der zuletzt angegebene Ausdruck der zweiten 
Variation, wenn man setzt: z\ = v\z 2 , übergeht in: 

a 

Um diesen Integralausdruck wieder zu transformiren, bilden wir die Differenz : 



t»?ya(«f)-*, M y,(iO = - dV *}p , 



in welcher: 



dx 



u 



av 



■w 



av 
aw w 



^ av y 



/ av y' * 

nnd ¥2(^2) und ^'(wO die vorhin entwickelten Ausdrücke bedeuten. Man 
wird den Werth jener Differenz in einer einfachen Gestalt erhalten, wenn man 
sich folgender Relationen bedient: 
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av av _ öv av _ „, a*v 

ö«c w a»' "Sä 7 " du/ ~ dtc"'8z' * 

av av' av av' _ av' av' av' av' __ ^> a'v* _ ~> a«v 
Sw» a»" "5i 75r aec" ~~ aw< 4 > a*" a* ( *> a»» ~~ awiw — aic w a«" ' 



iE. £Z «. iY-iZ. — ^ _g*v 
a«/" a*" a» w a»" du/w » 



a*v 



atc"'a*" a f v a*v a*v 



rfx ~" a^a*' » a^w ~ aww 

wird hierdurch gleich: 



p^a* m / ■ dw"i 






rfjr ÖM/'ä^" / ■ dw"dz"' du^dzT 9 



\Öt0"ds"'/ 

Man hat daher, wenn man für 5l 3 seinen Werth setzt a^ = ^»La,, • 

w t^"\ ^ V 3V V 



dw"dz'" duf'dz m 

Lfifst man nnn w einen Werth von z bedeuten, welcher der Differentialglei- 
chung W 2 (z'i) = genügt, so verschwindet das Glied ntlV^w*) aus der letz- 
ten Differenz, und man erhalt durch Integralion: 

Hit Hülfe dieser Gleichung geht endlich der zuletzt angegebene Werth der 
zweiten Variation, wenn man setzt s^' c= tr, s", über in: 

o 

Setzt man hierin für ¥*(«$') den vorhin angegebenen Werth, ebenso für *," 
seinen Werth: 

v-ü2- 

dufd*'" 

9s = 



/avv ' 



z m 



) 



so erhalt man die gewünschte Form der zweiten Variation: 

• \dz' n / 
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Um die zweite Variation auf diese Form zurückzuführen, bedurfte es 
nicht der weiten Rechnung, die man jedoch als eine Controlle betrachten kann 
der vorgetragenen allgemeinen Theorie, welche jenes Resultat ohne Weiteras 

ergiebt. Es sind vielmehr die Relationen zwischen den in den Ausdruck ~- 

eingehenden willkürlichen Constanten, welche wenigstens einen Theil dieser 
Rechnung nothwendig machen« Werfen wir also einen Blick auf die Art und 
Weise des Eingehens der willkürlichen Constanten in den genannten Ausdruck. 
Da u, v, w Werthe von z bedeuten, welche sftmmtlich der Differential- 
gleichung ¥(z) = Q genügen, so haben sie die Form (67.) 

v = &ir I -j-A*f'2-{-''*6b''a9 

w = Cifi-j"**^"}"'"^***" 
Die 18 in diese Ausdrücke eingehenden Constanten a, b, c sind jedoch nicht 
ganz willkürlich, sondern v ist ein Werth von s, welcher der Differential- 
gleichung *P l (z[) = und w ein Werth von z, welcher der Differentialglei- 
chung V r 2(^2) = genügt. Der ersteren Gleichung, v für z gesetzt, wird 
durch «fit« Relation zwischen den Constanten identisch genügt, weil ¥ r 1 («i)=0 
das erste Integral ist der Differentialgleichung x F(z) = 0. Der zweiten Glei- 
chung, w für z gesetzt, wie auch der Gleichung ¥ / 1 (*i) = 0, wird durch zum 
Relationen zwischen den Constanten identisch genügt, weil !F 2 (*2) = das 
zweite Integral ebenderselben Differentialgleichung ist. Diese drei Relationen 
machen also folgende drei Gleichungen zu identischen: 

Vitä) = o, *i(»;) = o, y 2 (u£) = o, 

und man erhält diese Relationen etwa dadurch, dafs man der Variable x einen 
bestimmten Werth zu er th ei iL Aber es braucht auch nur die letzte Gleichung 
identisch erfüllt zu werden, die beiden anderen werden dann von selber iden- 
tisch erfüllt. 

In der That, differenzirt man die Gleichung *F 2 (ti£) = zwei Mal nach 
x 9 so erhalt man 

'**.«) _A rf'y g «) _ 

dx — U ' dP — V > 

zwei Gleichungen, welche ebenfalls identisch erfüllt werden. Diese beiden 
Gleichungen bedingen aber die genannten ¥ / 1 (ri)=0, y j (^)=0, wovon man 
sich leicht überzeugt, wenn man die linken Theile der beiden ersten Glei- 



«, 


<*l 




*, 


h 


K 


c* 


Cx 


C M 
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ebungen darstellt. Man bat nämlich mit Rücksicht auf die froher aufgestellten 
Gleichungen, wenn man in ihnen w oder v für z setzt: 

und: • 

denn es fallen die noch hinzukommenden Glieder 

w\ (u V(v) — v ¥(u» — v[ (w V(w) — w W(u]) 

fort, weil u, v> w der Annahme nach Werthe von z bedeuten, welche der 
Differentialgleichung *F(z) = identisch genügen. 

Um nun statt der genannten 18 Constanten a, b, c die bequemeren 
neuen Determinantenconstanten einzuführen, wollen wir mit dem Zeichen 
[xlu] die Determinante bezeichnen: 



[Xlfj] 



Da x, k, u irgend welche von den Zahlen 1, 2, . .. 6 bedeuten, so wird 
man 20 verschiedene Determinantenconstanten haben, deren Verhältnisse allein 
in den zuletzt angegebenen Werth der zweiten Variation 4 % eingehen. Sie 
repräsentiren daher nur 19 Constanten. Zwischen diesen Determinantencon- 
stanten haben wir aber die Gleichung: 

in welche auch nur die Verhältnisse jener Determinantenconstanten eingehen, 
und von welcher Gleichung man weifs, dafs ihr durch drei Relationen identisch 
genügt wird. Diese drei Relationen wird man daher aus den drei Gleichungen : 

ur 2 (w 2 ) — U, ^ U, jp U 

erhalten können, indem man der unabhängigen Variabein x bestimmte Werthe 
zuertheilt. Da aber in diese drei Gleichungen auch nur die Verhältnisse der 
Determinantenconstanten in linearer Weise eingehen, so bleiben von den 19 
Constanten nur noch 16 willkürlich. 

Andererseits hat man aber zwischen den 20 Determinantenconstanten 
folgende 30 Gleichungen, in welche ebenfalls nur ihre Verhältnisse eingehen : 

35* 
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[123] 
[123] 
[123] 
[124] 
[134] 

[213] 
[213] 
[213] 
[214] 
[234] 

[321] 
[321] 
[321] 
[324] 
[314] 

[423] 
[423] 

[423] 
[421] 
[431] 

[523] 
[523] 
[523] 
[524] 
[534] 

[623] 
[623] 
[623] 
[624] 
[634] 



[145] — [124]. [135] + [125] 
[146] - [124].[136] -f [126] 
[156] — [125]. [136] + [126] 
[156] — [125]- [146] + [126] 
[156] -[135] [146]*+ [136] 

[245]-[214]-.[235] + [215] 
[246] - [214] • [236] + [216] 
[256] — [215] • [236] + [216] 
[256] -[215]- [246] + [216] 
[256] - [235] • [246J + [236] 

[345] - [324] • [315] + [325] 
[346] - [324] • [316] + [326] 
[356] — [325] • [316] + [326] 
[356] - [325] • [346] + [326] 
[356]-[315].[346J + [316] 

[415] — [421] • [435] + [425] 
[416] - [421] • [436] + [426] 
[456] - [425] • [436] + [426] 
[456] - [425] • [41 6] + [426] 
[456] - [435]- [416] + [436] 

[541]-[524]-[531] + [521] 
[546] — [524] • [536] + [526] 
[516] - [521] . [536] + [526] 
[516] - [521] • [546] + [526] 
[516] — [531]- [546] + [536] 

[645] — [624] .[635] + [625] 
[641]-[624]-[631] + [621] 
[651] - [625].[631] + [621] 
[651]-[625].[641] + [621] 
[651] - [635] • [641] + [631] 



[134] 
[134] 
[135] 
[145] 
[145] 

[234] 
[234] 
[235] 
[245] 
[245] 

[314] 
[314] 
[315] 
[345] 
[345] 

[431] 
[431] 
[435] 
[415] 
[415] 

[534] 
[534] 
[531] 
[541] 
[541] 

[634] 
[634] 
[635] 
[645] 
[645] 





































0. 



Von diesen 30 Gleichungen, welche sieb alle aus einer von ihnen durch Ver- 
tauschung der Elemente ableiten lassen, sind jedoch nur 10 von einander 
unabhängig. Denn es lassen sich die 10 Determinanten: 
[123] [124] [356] [456] [156] [245] [246] [235] [236] [256] 
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durch die übrigen 

[125] [126] [134] [135] [136] [145] [146] [345] [346] [234] 
ausdrücken wie folgt: 

[123] = ^([126].[135]~[125].[136]) 

[124] = ß^l([126].[145]-[125].[146]) 
[356] = r346> r i35^-^45].i;i363 

[456] = ß46l ' r<4 \^ 345J ' (;i46J 

t 186 )=-p£j 

[245]= ^([126^145] -[125]^^ 
[246] = ^([126).[145]-[125]>[146])+ ^jff 41 
[235] = ^([126].[135]-[125]4136])+Ii^3^ 
[236] = ^([126].[135]-[125].[136]) + I^^i 1 

ro . fil [125].[346]-[126H345] [234] -JV 
[256] = l " ( m ) M J - [1MH134) 

PI = [145].[136]-[146].[135]; 
nnd diese Ausdrücke genügen allen Jemen 30 Gleichungen. Die beiden ersten 
Ausdrücke ergeben sich aus den Gleichungen (1.) und (2.)- Die drei fol- 
genden aus den Gleichungen (15.), (20.) , (5.)* Hierauf die Ausdrücke 6 
und 7 aus den Gleichungen (16.), (170* Die drei letzten Ausdrücke der 
Determinanten endlich aus den Gleichungen (ll.)? (12.)? (29.). 

Da hiernach zwischen den Verhältnissen der Determinantenconstanten 
noch die 10 zuletzt angegebenen von einander unabhängigen Gleichungen be- 
stehen, so reducirt sich die angegebene Zahl 16 der willkürlichen Constanten, 
welche in die transformirte zweite Variation eingehen, auf 6. 

Diese 6 willkürlichen Constanten müssen sich nun so bestimmen lassen, 

dafs der Ausdruck -^-777 für keinen Werth der unabhängigen Variabein x 

zwischen den Grenzen der Integration a und b verschwindet, wenn das In- 
tegral J ein Maximum oder Minimum sein soll. 
Heidelberg, im Mai 1857. 
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22. 

Proprietes d'uo Systeme de courbes algebriques 
ayant en comraun un certain nombre de points. 

(Par M. Woepcke.) 



I. 

31 ous avons vu (Tome LIII de ce Journal, page 260) que si Von a 
un Systeme de trois courbes de l'ordre n passant par \n(n — 1) -f"^H~ r wimes 
points, on pourra mener, par les |(n — l)(n-f-2) — r autres intersections de 
C 2 avec C 3 une courbe c, de Tordre n — 1 qui coupera, en outre, chactme 
des deux courbes C 2 et C s en ±(n— l)(w— 2)-f r points, et qu'alors, si par 
ces deux groupes de \(n—\)(n — 2)-\-r points et deux fois 2(n — 1) — r 
points, pris respectivement parroi les intersections de C\ avec C 2 et C 3 , on 
mene deux autres courbes c 3 et c 2 de Pordre n — 1, ces deux courbes pas9ent 
par ±(n — 1)(w — 2)-f r mömes points siluäs sur la courbe C l . 

Mais la courbe c 3 est aussi bien delerminee par les 2(n — 1) — r inter- 
sections de C t avec C 2 et les £(n — l)(n— 2)-f-** points situes sur C x qu'elle 
a en commun avec £*, que par les mömes 2(n— 1) — r intersections et les 
£(n — j)(fi_2)-{-r points situes sur C 2 qu'elle a en commun avec c t . f On 
pourra donc aller de la courbe c l & la courbe c 2 , et de celle-ci a la courbe r 3 , 
qui alors devra passer par les £(ft — i)(n — 2) -fr intersections de c x avec C y . 
C'est ce qui nous permet d'enoncer le möme theoreme de la maniere suivante 
qui se prftte facilement aux generalisations que nous allons donner ci- apres. 

Soient C n C 2 , C 3 trois courbes de Vordre n, passant par 
in(fi— l)-fl + ^ meines points y r elant un des nombres 0,1, 2,...,2n— 3. 
Par les \{n— l)(n-f-2) — r autres intersections i l>7 des courbes C t et C 7 
et par r points pris ä volonte sur la courbe C^, faisons passer une 
courbe c lj2 de l'ordre n—\ qui coupera, en outre, C 2 cn \{n — l)(n — 2)-{-r 
points. Par ceux-ci et 2(it— 1)— r points pris parmi les i(n— lX*+2) — r 
points f 2 , 3 commun s aux courbes C 2 et C 3 otr/r? ctiu? qu'elles ont en com- 
mun avec C 19 menons une courbe r 2 ,s ^ Vordre n — 1; *//* passera par 
toutes les \{n — l)(w-j-2)— -r intersections * 2|3 et coupera, en outre, C, €H 
|(w— 1 ) (n — 2 ) -f r points. Par ces derniers points et 2 (n — 1 ) — r points 
pris parmi les i(w—l)(n-f 2) — r points t lj3 communs aux courbes C t et C, 
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outre ceux qu'eUes ont en commun avec C 2 , tnenons de nouveau une 
courbe c 1>3 de Cordte n — 1. Je die que cette courbe passer a par loutes 
les intersections t lf3 et qu'elle passera, en outre, par les ±(n— l)(n— 2)-f r 
intersections de c M avec C t differentes des i(n— l)(n-f-2)— r interseclions i l2 - 

Par les \n(n — l)-|-l-ff points communs aux courbes C M C 2 , C 3 
faisons passer maintenant une qualrieme courbe C 4 de Vordre n. Alors, par 
las i(w— l;(n— 2)-f ^* points differents des intersections * 2>3 en lesqnels C 3 
est rencontree par c 3 , 3 , noos pourrons mener, outre Ci j3 , une courbe c 3 , 4 de 
l'ordre n— 1 passant par 2(n — 1)— r et des lors par tous les points * 3>4 . De 
inöine nous pourrons mener une courbe c 14 par les intersections de c 3>4 avec 
C 4 differentes des intersections f M et par 2(n — 1) — r des points i 1)4 . De ce 
qui precede il suit que c 1)3 et c 14 passeront par |(n — l)(n — 2) -fr m6mes 
points situes sur C t et distincts des intersections i M et i M , et je pretends que 
oe sont les mömes ±(n— l)(n— 2)4-^ points situes sur Ci par lesquels pas- 
saient deja c 1>3 et c 1>2 . 

En effet, chacune des courbes c 1)2 , c lj3 , c M a en commun avec6\ les 
i(n— i)(fi-{-2) — r points i M , i ly3 , i M respeclivement, outre lesquels chacune 
d'elles ne peut avoir en commun avec C t que \(n — l)(n — 2)-f r points. 
Mais les courbes c J>7 et c 1>3 passent par £(* — l)(n — 2)-f-r mimes points 
de la courbe C x distincts des points i lf2 et i^, et les courbes c 1>3 et c M passent 
par i(»— l)(w — 2)-f r mdmes points de la courbe C v difförents des points 
*i,3 et i M . II faut donc que les \{n— l)(n — 2)-f r points de C x que c M a 
en commun avec c li% et c lj4 , soient les m6mes, parceque ces points sont distincts 
des \{n—\)(n-\-2)—r points t M et que la courbe c 1)3 ne peut rencontrer C x 
qu'en n(n— 1) points. 

En faisant un raisonnement analogue pour une cinquieme courbe, et 
enfin pour un nombre quelconque de courbes de l'ordre n qu'on fera passer 
par les \n(n — l)-fl+r points communs aux courbes C lf C 2 , C 3 , on obtient 
le theoreme general suivanL 

Si on fait passer m courbes de l'ordre n, soient C n C 2 ,63,.. M C m> 
par ±n(n— l)-j-i -\-r meines points, r etant un des nombres 0, 1, 2, .. ., 
2n — 3, il existera, en general, une infinite *J de systemes de \ m (w — 1 ) 
courbes de Vordre 'n — 1, determinees de la muntere ci-dessus exposie, 
eorrespondant respectioement aux autres intersections des courbes C prisen 



*) Pour r ss il n'existe qu'un seul Systeme de cette espöce. 
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deux ä deux, et dont (oujours m — 1 passent par |(n— l)(n — 2)-f r 
memea points situes sur chacune des courbes C. 

De mime, si on fait passer m courbes de Vordre n, soient C x , C 2 , 
C s , ... ., C m , par ^n(n-\-i)-j-i-\-r meines points, r etanl un des nombres 
0, 1, Ö, . .., n — 3, #7 existera, en general, une infinite de systemes de 
\m{m—\) courbes de C ordre n — 2, correspondant respectivement aux 
autres intersections des courbes C prises deux ä deux, et dont toujours 
m — 1 passent par £(n — i)(#i — 2)-f^ mimes points situ es sur chacune 
des courbes C. 

Les \mm—\) courbes de l'ordre n— 1 ou »— 2 se coupent, trois a 
trois, en \m{m — \){m — 2) groupes de $n{n— 1)— r ou \{n— 2)(n — 3) — r 
points, et sur chacune de ces courbes il se trouve m — 2 de ces groupes. 

II n'est pas besoin de dire que ces deux th£oremes donnent Heu a 
un tres-grand nombre de corollaires et . d'applications. Nous n'en citerons 
ici que quelques -uns des plus simples. 

Soient C t , C 2 , C 3 , . .., C m une serie de cercles se coupant en un 
m6me point P. Sur la ctrconference du cercle C t prenons un point quelcon- 
que p Y \ par p t et le second point d'intersectioft de C L avec C 2 menons une 
droite qui coupera C 2 en un point /v, par p 2 et le second point d'intersection 
de C 2 avec C 3 menons une droite qui coupera C 3 en /i 3 ; «et ainsi de suite. 
Je dis que la derniere droite qu'on mene par p m et le second point d'inter- 
section de C m avec C n passera de nouveau par le point /?!, que le polygone 
der m cötes ainsi obtenu sera semblable au polygone forme par les centrea 
des cercles, et que cbacune de ses diagonales, soit p u pß, passe par le second 
point d'intersection de deux des cercles proposes, a savoir C a et C ß . 

Soient C n C 2 , €*, . .., C m une serie de coniques ayant un contact 
du second ordre en un point P et se coupant deux a deux dans un antra 
point que nous appellerons i 0yß pour les deux coniques C a et C ß . Snr C, 
prenons arbitrairement un point p x et menons /Mi, 2 qui coupera C 2 en on 
point p 2 ; menons de möme p 2 \z qui coupera C 3 en un point /? 3 ; et ainsi de 
suite. La droite p m i lt „ viendra repasser par /r M et cbaque diagonale p m p ß 
du polygone p k p 2 p3*. .p m passera par un point i„ iß intersection des coniques 
C a et C p . 

Soient Ci, C 2 , C 3 , . .., C m une serie de courbes du troisieme ordre 
passant par sept m6mes points et se coupant, en outre, deux a deux en deux 
points. Appelons les deux points d'intersection des courbes C a et C ß les 
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points i a>ß . Les deux points i M d&erminent nne droite c 1)2 , les points t J>3 
uoe droite £ 2)3 , les points i 3)4 nne droite c 3>4 , et ainsi de snite jusqu'a la 
droite c myl . Je dis qne ces tn droites forment nn polygone de m cötäs dont 
chaque sommet se tronve snr nne des courbes C respectivement, et qne, dans 
chaqne sommet de ce polygone concourent, en outre, in — 3 autres droites c, 
on que cbaque diagonale dn polygone passera par nn couple de points i. 

Prenons nn des cas les plus simples de ce dernier corollaire. Soient 
C n C 2 , C 3 trois cercies passant par deux m6mes points. Snr la circonfe- 
rence de C t prenons un point quelconque a, de m6me snr C 2 nn point b, et 
snr C 3 nn point c. La droite ab conpera C 2 en un second point, et la droite 
ac conpera C y en nn second point; appelons ces denx points «j et ce,. De 
m6me ba conpera C t en nn point ß k , et be conpera C z en nn point ß 3 . 
Enfin ca conpera C x en nn point y x ct cb conpera C 2 en nn point y 2 . Je 
dis que les droites a 2 a z et ß L ß z se rencontreront en nn point p s sitfiö snr la 
circonference de C 3 ; que les droites a 2 a s et y x y 2 se rencontreront en nn 
point p 2 situe sur la circonference de C 2 ; et que les droites /9,/J 3 et y x y 2 se 
rencontreront en nn point p x situö sur la circonference de C,; enfin que le 
triangle Pip 2 p* sera semblable au tri angle afo. 

Faisons encore nne application aux courbes du quatri&me ordre. Soient 
C n C 29 C 3 trois cercies passant par deux mömes points. Snr la circonference 
de C x prenons deux points a, a's sur la circonference de C % denx points b, V; 
et snr la circonference de C 3 deux points c, d. Le cercle C x et les denx 
droites bc, h'c f couperont le cercle C 2 et les deux droites ac, <zV encore en 
six points i 1)2 ; de m6me d, bc, b'c f et C 3 , ab, UV se couperont encore en 
six points r, j3 ; et C 2 , ac, a'c? et C 3 , ab, a'b' se couperont encore en six 
points hj. Je dis qu'il existera deux courbes du troisieme ordre passant en- 
semble par six mömes points situes sur le Systeme C n bc, b'd, passant Pune 
par les six points i l%2 et l'autre par les six points i 1|3 , coupant, en outre, Föne 
le Systeme C 2 , ac, a'c' en six points p 2 et Pautre le syst&me C 33 ab, clV, 
en six points /> 3 , et se rencontrant enfin en trois points n de teile fafon qne 
les vingt-un points ij |3 , p 2 , p z et n sont situös sur trois droites. 



II. 

D'apr&s ce qni a M demontre (Tome LIII , page 260 de ce Journal) 
trois courbes C de I'ordre n qui passent par |w(n— i)-fl + r mtaes points« 
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donnent Heu ä trois courbes C" de Tordre n — 1 qui, a Ieur tour, passent par 
\n(n— 1)— r mgmes points. 

Nous faisons observer que, en vertu de ce mdme theoreme, si r<n— 1, 
les trois courbes C donnent lieu, ä leur tour, ä trois courbes C" de Tordre 
n—2 qui passent par £(n — 2)(n — 3)-f r mömes points. 

De möme, si r>0, les courbes C" donneront lieu ä trois courbes C" 
de Tordre n — 3 passant par £(n— 2)(n— 3) — (r— 1) mömes points. 

Si r < n — 2, les courbes C w donnent pareillement lieu a trois courbes 
C lv de Tordre n— 4 passant par £(n — 4)(» — 5)-f r — 1 mdmes points, 
lesquelles, si r>l, donnent lieu a trois courbes C v de Tordre n — 5 passant 
par 4(n— 4)(n — 5) — (r— 2) mömes points. 

En continuant ainsi on voil qu'on peut arriver ä trois courbes de Tordre 
n—2p, si Ton fait r<Cn — p et ^>p — 2; et ä trois courbes de Tordre 
n — (2/i -f 1), si Ton fait r<n — /i et >/*— 1. Consequemment, pour ar- 
river jusqu'ä trois droites, il faut prendre ~ ou — 5 — pour r, si n est 

impair, et -5- ou -5 — 1, si n est pair. 

Prenons par exemple trois cercles C n C 2 , C 3 passant par deux mdmes 
points P et Q, et trois droites Z) x , jD 2 , ö 3 passant par un meme point R. 
Le cercle C l et la droite D l couperont, en outre, Ie cercle C 7 et la droite D 7 
en qualre points t J)7 . De mfrne 6\ et D x couperont C 3 et jD 3 en quatre points i 1>3 ; 
enfin C 2 et Z> 2 couperont C 3 et D z en quatre points *2 )3 . Par les quatre 
points t'2,3 nous pouvons faire passer (de deux manieres differentes) deux 
droites que nous designerons ensemble par c 2j3 , et qui couperont le cercle C 2 
en deux points p 2 et le cercle C 3 en deux points p z . Je dis que les quatre 
points i'i )2 et les deux points p 2 seront sur une conique £ 1>2 , que les quatre 
points i M et les deux points p 3 seront sur une conique c 1)3 , et que les co- 
niques c l)2 et c lj3 se couperont en quatre points dont deux seront situes sur 
les deux droites c 2>3 , et les deux autres sur le cercle C n mais de teile fapon 
que si Ton designe ces deux derniers points par p L , les trois droites qui 
passent respectivement par les deux points /? n les deux points p 7 , et les 
deux points // 3 , et que Ton peut designer respectivement par c?, c?, cj f , 
concourent en un möme point & 
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III. 

Mentionnons encore deux Iheoremes relatifs a des lignes droites qui 
decoulent immediatement du theoreme deroontre tome LIII, page 260. 

1. Soienl Z?i, Z> 2 , D z et D[, D* 2 , D\ deux faisceaux de droiles issus 
de deux points A et B. Appelons t lj2 les deux points d'intersection de D x 
avec D* 2 et de D\ avec D 2 \ de meme appelous ? u ' es deux points d'inter- 
section de D v avec D[ et de D[ avec Z> 3 ; et i 2)3 les deux points d'intersection 
de Z) 2 avec D\ et de /^ avec D 3 . Les trois droites £ 1)2 , c M , c 2j3 deter- 
minees respectivement par les couples de points * lj2 , * lj3 , f 2j3 concourront en 
un möme point C. 

On voit aisement que, de la möme maniere, le faisceau C , ainsi obtenu, 
donne lieu, a son tour, combine avec le faisceau A, au faisceau B; ou com- 
bine avec le faisceau B, au faisceau A. 

De ce theoreme on deduit, corarae on sait, le theoreme correlalif, que 
si Ton a sur une droite trois points a, b, c et sur une autre droite trois 
points a, ß, y y les points d'intersection de aß avec ba, de ay avec ca et 
de oy avec cß sont en ligne droite. 

Si chacun des deux faisceaux se compose de m droites, les points i 
donnent Heu a \m{m — 1) droites c qui se coupent, trois a trois, en 
\m(m — \)(tn — 2) points, et sur chacune des droites c se trouvent m — 2 
de ces points. 

2. Par le sommet a d'un triangle abc menons une droite A, par le 
sommet b une droite B, et par le sommet c une droite C; appelons t lj2 le 
point d'intersection de A avec B , i iZ le point d'intersection de A avec C, 
et 12,3 le point d'intesection de B avec C. Par h^ menons une droite quel- 
conque c 2 ^ coupant ab en p* et ac en p 2 . Je dis que les deux droites i lj2 p 2 
et i%^p% se coupent sur bc. 

Dessau, au mois de juillet 1857. 
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23. 

Integration der linearen Differentialgleichung 

(Von Herrn Spitzer.) 



Laplace setzt das Integral obiger Differentialgleichung voraus unter 
folgender Form: 

(2.) y =f m% ?*Viu, 

unter V eine Function von u, und unter ts t und u 2 conatante Zahlen ver- 
standen. 

Man hat dann: 

/ =f u% u?*Vdu, y» =*f u% tff*Vdu, 
und setst man der Kürze halber: 

so ist das Resultat der Substitution von (2.) in die vorgelegte Gleichung 

(3.) f^iüo+ütX^Vdu = 0. 
Nun ist aber 

und wird diefs in (3.) eingeführt, so erbfilt man: 

»I 

welohe wirklich identisch wird, wenn 

(4.) r„F-^.>=o 

ist, und wenn ferner u t und u solche eonstante Zahlen sind, welohe die 

Gleichung 

(5.) e ux ü t V = 

befriedigen. Aus (4.) folgt: 
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welche, wenn 

1 u—« ' u — ß 



ist, die Gestalt annimmt 

Die Gleichung (5.) geht Ober in 

(6.) (* — a) A (u — ßf +«*+*> = 

nnd wird, falls J and B positiv sind, befriedigt für 

u = a, u =z ß. 

Man hat daher in diesem Falle für das Integral der vorgelegten Gleichung: 

/ß i "*+/&*** 



Ich will nun untersuchen, in welchem Falle der vorgelegten Differential- 
gleichung genügt wird durch folgenden Ausdruck: 

(7.> r =/ ,l, ^Flog[(o 2 +* 1 ar)irirfu, 



»i 



unter FF eine, einstweilen noch unbestimmte Function von u verstanden. Der 
Ausdruck (7.) läfst sich auch so schreiben: 

alsdann ist: 

y = _ ^f u *er<Vdu+log(a 2 +b 2 x)f U \^Vdu+^ 



tf| " ■ " «| 



«1 «1 

und folglich hat man: 



W, «| 



+ log(o,+ b 2 x)f u \U*+ U g *)f*V4*+J**{Ui+ D»*Tlog Wdv. 



«#1 m 
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Der mit \og(a 7 -\-b 2 x) mnltiplicirte Ausdruck verschwindet in Folge der Glei- 
chung (3.) , nehmen wir ferner an, dafs 

0, + ^j: 
eine constante Zahl und folglich gleich b t ist, so hat man, wenn man 

2ft 2 ti + *i = Ul 

setzt, 

= f"*#* VO[ du +f U \ U {i + U t x) e w *Flog Wdu. 

u, u, 

Nach der Methode des theilweisen Integrirens hat man: 

Mi M| 

nan ist aber vermöge der Gleichung (5.) der aufser dem Integralzeichen 
stehende Ausdruck gleich Null, folglich hat man: 

(öa -f b 2 x)y" -j- (a t -f b t x)y + (<i -f- b x)y 

und dieses verschwindet, wenn man W so wählt, dafs 

ist. Diese Gleichung ist sehr leicht zu integriren, man findet nämlich 

W = Cü t 
Wenn daher 

b t (a t + b % x)-b\ = h 
a t -\-b t x n 

d. h. wenn 

Ä 1^2 #2^1 = ^2 

ist, so ist das complete Integral der Gleichung (1.) 

M t Ml 

Es ist auffallend, dafs Herr Prof. Jos. Petzval, der sich doch so viel mit 
der Integration der linearen Differentialgleichungen, und vorzüglich mit denen 
der genannten Form beschäftigte, nicht zu diesem Integrale gelangte. 
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24. 

Note sur un theoreme de M. Brioschi. 

(Par M. Faä de Bruno.) 



II me semble que l'equation 



(1.) ka m ^ = (r-m+i)c m _ t V, 

qui forme l'objet da theoreme, que M. Briosc/ti a insere dan9 ee Journal 
(vol. 53, page372) peut dlre demontre tres - facilement en suivant la voie que 
je vais exposer. 

On a en effet (voir le Memoire de Jacobi, tome 15, page 102)| 

(2.) Sa^x"-' = 0. 

Mais d'apres un theoreme connu, on a aussi 

Partant Pequalion (2.) pourra se transformer en celle-ci 

Or, il est evident que le premier membre de cette 6quation devra s'evanouir 
avec V et le contenir par consequent en facteur, car il ne peut pas y avoir 
d'autre condition entre les coefficients que celle V=Q. 
II viendra donc 

q etant un facteur algebrique qu'on determinera tres-aisement. U suffit pour 
cela d'observer que le premier membre est de degrä 2m -|-i par rapport aux 
coefficients . c, et de degre 2ro par rapport aux coefficients a. D'ailleurs son 
poids est celui de F-f-m-f-r — 1 — r; donc q ne pourra *tre que de la forme 

q = q'cm-i 

q' etant un coefficient numerique, qu'on trouvera ögal a n — m-\-\, en comptant 
combien de fois le coefficient c m _, entre positivement et negativement dans 
les quantitäs a. 
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Coro Ilaire. En faisant varier tn de i i n dana la formule (1.) 
on d6duit celle- ci: 

dY dV . , 4, dV . , dV 

et par I'ecbange de a en c, 

dV dV . . ls dV , , dY 

-ir = ma »wir:+ (,, ~ 1)ai rfr:+ ,, + a - i 55— 

""> " r,l r,l r ,n 

De la, au moyen d'un tWoreme connu 



rfa r 



9 0*0;#r—> 



rf« 



r.» 



rfÄ 

dC r 



dB, 



TM 



x Alant la racine commune, et enfin 



r<<+»rw£ = 0- 



Torin, I» 33 Jab 1897. 
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25. 

Propriäfös de certpins systemes de surfaces du 

.second ordre. 

(Par M. Woepcke.} 



1» 

fooient Si, S 2 , S z , S 4 quatre surfaces du second ordre passant 
par cinq meines poinls. Les surfaces S, , S 2 , S z se couperont, en oulre, 
en trois points i 123 ; et pareillement S n £ 2 , Ä* se couperont en trois 
points t 12j4 ; £j, Ä 3 , £ 4 en trois points i 1j3j4 ; et £ 2 , S 3 , Ä 4 en trois points 
'2,3,4- CW quatre groupes de trois points determinent quatre plans qu'on 
petit designer respectivement par Pi, 2>3 , P\w> Pi,3,* *t A,s,4- J* dis que. 
S t , £ 2 , P lj2 ^ *' Pi,?4 passent par un mime point p l}2 ; ytie Ä^ , £ 3 , P 1Ä3 
rf P 1)3)4 passent par un meme point p 13 ; que & n £ 4 , P 1A4 et P, jM passent 
par un mime point p lyA ; yv* S 2 , £ 3 , P lj2>3 e/ P 2}3>4 passent par un meme point 
P*ji V ue &2% &4 9 Pi,2 } 4 et P 2j3j4 passent par un meme point p 2 y 9 que Ä 3 , 
Ä 4 , P, j3 , 4 rt P 2 , 3j4 panent par un meme point /> 3j4 ; ?ti* Ä M P 1>2j3 , P 1|2j4 , 
Pi^,4 pussent par un mime point q x ; que Ä 2 , Pi, 2 ,3, Pi,2,4* P*,3,4 passent 
/?ar tin meme. point q 7 \ que S z , Pi, 2 , 3 , Pi.3,4? P«,s,4 passent par un mime 
point q z ; et que S A , Pi, 2 ,*, ^1,3,4* P2,3,4 pussmt par un mime point q 4 . 

En effet, considerons les systemes (Äj,^), (£ 2 ,P lj3j4 ) et 0Sj,P w ) 
comme trois surfaces du troisieme ordre. Le Systeme (&!>,P W ) passe par 
dix-sept des points d'intersection de ces trois surfaces, a savoir* 

1°. par les huit points d'intersection des trois surfaces S^ £ 2 , £ 3 ; 

2°. par les trois points t 1)2)4 intersections des surfaces S t , S 2 et Pi, 2| 4; 

3°. par les trois points i 1j3j4 intersections des surfaces S x , S z et Pi, 3 , 4 ; 

4°. par les trois points t 2>3>4 intersections des surfaces Äj, S 5 et P 2 ,s,4. 
Consequemment il passe aussi par les dix aulres points d'intersection dos trois 
systemes, ä savoir 

1°. par les quatriemes points d'intersection de S n S 2 , Pi, 2>4 , de Ä A , £ 3 , 
Pi,3,4 6t de Ä 2 , Ä 3 , P 2j3>4 respectivement; 

2°. par les six points dont deux sont les intersections de S M Pi, 2 ,4, Pi,3,4* 
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deux les intersections de £ 2 , ^1,2,4? ^2,3,4 et deux les intersections de 
SP P 

*^3 9 ^1,3,4» * 2,3,4 1 

3°. par le point d'intersection des trois plans Pi, 2 ,4, ^1,3,49 ^2,3,4« 

Or, quant au quatrieme point d'intersection de S t , £ 2 , /\ >2>4 , il ne 
peut pas ötre sitae sur S+, allendu que les huit points d'intersection des sur- 
faces S L , S 2 , £ 4 , ä savoir les cinq points communs aux quatre surfaces $ 
et les trofs points t lj2j4 , se trouvent dejä parmi les dix-sept premiers points ; 
ce point sera donc situe sur jPi j2j3 ; c'esl le point p i>2 . II en # est de raöme 
des quatriemes points d'intersection de £,, &,, Pij,* et de £ 2 , S z , ^2,3,4; 
ce sont les points p xz et p 2Z . 

Quant aux deux points d'intersection de 5 X , ^1,2,4* Pw> un seulement 
de ces deux points peut 6tre situe sur £ 4 , attendu que des quatre intersections 
de &!, £ 4 , P 1)2>4 trois, ä savoir les points f lj2>4 , se trouvent parmi les dix- 
sept premiers points. Consequeraraent Pautre point doit 6tre situe sur Pi y *y, 
ce sera le point q x . II en est de mörae de Tun des deux points d'inter- 
section de S 2 , Pw> ^2,3,4 et de Tun des deux points d'intersection de jSj, 
P 1,3,4, ^2,3,4; ce seront les points q 2 et y 3 . 

Le plan P 12)3 coupant ainsi les trois droiles d'intersection des trois 1 
plans ^1,2,4, ^1,3,4? ^2,3,4 en trois points distincts, ne peut pas passer par leur 
point d'intersection, il faut donc que ce soit S A qui passe par ce point qui 
sera le point q A . 

Quant enfin au second point d'intersection de <$, , Pw> ^*w> *' ne 
peut pas gtre egalement situe sur P^z^ attendu que les plan? Pvij, P\a^ 
P 13?4 n'ont qu'un seul point d'intersection, a savoir le point q x \ il faut donc 
que ce point soit sur £ 4 ; ce sera le point f> lK . II en est de möme des 
second s points d'intersection de Ä 2 , 1*1,2,41 ^2,3,4 et de £ 3 , Pi, 3> 4> ^2,3,4* ce 
seront les points jp 2)4 et ^ 34 . 

11. 

Soient S„ &,* jS,, S A quatre surfaces du second ordre passant 
par six memes points. Les surfaces S l3 S 2 , S 3 se couperont, en outre, 
en deux points t l)2>3 ; et pareillement S t , S 2t) S 4 se couperont en deux 
points i 1>2j4 \ S t , S^ S 4 en deux points i 1)3j4 ; et S 2 , &, , ÄV en deux points 
t^ 3|4 . Par les deux points i ij2j3 menons un plan P w ; U couper a, en outre, 
8 X et S 2 en deux points ji 1>2 , S t et S* en deux points p lj3 et S 2 et Ä 3 
en deux points p 7A . Par les deux points p h2 et par un point i 1>1>4 fmsons 
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passer un plan Pi^y, par les deux points p 13 et par un point i 1j3j4 un 
plan i*i,3, 4 ; et par les deux points p 7Z et par un point i 2>3j4 un plan P^*. 
Je dis que P 1>2j4 passer a aussi par Vautre point i 1>2j4 , P !j3>4 par Vautre 
point t iA 4 et P 23j4 par Vautre point t w ; que S k , £», P lj2 , 4 et P w se 
reneontrent en deux points p x y, que S 2 , A4, P 1>2>4 *f P 2>3>4 ** rencontrent 
en deux points p 2 y que £ 3 , iS 4 , P lj3>4 «/ P 2j3j4 m rencontrent en deux 
points /; 3y4 ; */ yti* /** quatre plans P passent par un metne point. 

En effet, considerons les systemes (Ä^Pj^), (£ 2 ,P lf3j4 ) et (&>,Pi,2, 4 ) 
comme trois surfaces du troisieme ordre. Le Systeme (jS 4 , Pi, 2> s) passe par 
dix-sept des points d'intersection de ces trois surfaces, a savoir 

1°. par les huit points d'intersection des trois surfaces S x , Ä,, S 3 ; 

2°. par les deux points p l7 et un point t, Ä4 intersections des surfaces S„ 

& 2 , Pl,2,4? 

3°. par les deux points p,, 3 et un point ii )3)4 , intersections des surfaces 
4°. par les deux points p 7yi et an point t^, intersections des surfaces 

& 2 , ^3* Pa3,4« 

Consequerament il passera aussi par les dix autres points d'intersection des 
trois systemes, a savoir 

1°. par les quatriemes points d'intersection de S^ £ 2 , P|,2,4* de & 1? Ä 3 , 

Pi,3,4 ©t de £ 23 £ 3 , P 2>3|4 respectivement; 
2°. par les six points dont deux sont les intersections de 8 ln Pi >2>4 , Pi,3,4^ 
deux les intersections de & 2 , Pi,2,4* P^v et deux les intersections 

de A3, Pl,3,4 9 Pv»*' 

3°. par le point d'intersection des trois plans P^^ ^1,3,4 > Pa,3,4- 

Quant au quatrierae point d'intersection de & k , S 2 <> Pi,2,4 il ne peut pas 
4tre sur Pi, 2 , 3 , altendu que les quatre points d'intersection de S n & 2 , Pi, 2 .3, 
a savoir les deux points t 1>2j3 et les deux points p ly2 , se trouvent deja parmi 
les dix-sept premiers points. II faut donc que ce point soit sur jS 4 , c'est 
a dire que P 1>2>4 passe aussi par l'autre point f 1>2>4 . On deraontre de la m6me 
maniere que P lj3j4 et P 23>4 passent aussi par l'autre point t M>4 et par l'autre 
-point r 2)3)4 respectivement. 

Quant aux deux intersections de S x , P i|2) 4? ^1,3,4* e " es ne peuvent 
pas *tre siluees sur Pi, 2>3 , attendu que les deux points d'intersection .de S\, 
P 1>2 , 3 , Pi, 2 ,4, ä savoir les deux points ^ 1>2 , se trouvent deja parmi les dix- 
sept premiers points; consequerament elles doivent se trouver sur *S 4 ; ce sont 
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les poinls p lA . II en est de möme des deux points d'intersection de iS 2 , 
P lj2>4 P 2>3 , 4 et des deux poinls d'intersection de & 3 , Pi, 3 ,4* p2,3,4 5 ce sont les 
points p 2>4 et /> 3>4 . 

Enfin, £ 4 coupant ainsi les trois droites d'intersection des plans Pi,2,4, 
Pw P*,3,4 en six points dislincts, ne peut pas passer par leur point de 
concours ; c'est donc P, i2|3 qui passe par ce point, c'est a dire que les quatre 
plans P se coupent en an raörae point. 

Corollaires. 

1. Designons par 1, 2, 3, 4 les sommets d'un tetraedre et par F,, 
F 2 , F z , F A les faces du tetraedre opposees a ces sommets respectivement; 
par an point quelconque n et le sommet 1 faisons passer an plan 77, , par n 
et 2 un plan 77 2 , par n et 3 un plan 77 3 , par n et 4 un, plan 77 4 . Les trois 
points d'intersection (77 n 77 2 , jF 3 ), (77i, ,F 2 , 77 3 ), (1^, 77 2 , /7 3 ) determinent 
un plan P w ; les trois intersections '/7,, 77 2 , F 4 ), (77^ /< 2 , 77 4 ), (i^,/^,^) 
un plan jP 1>v ; les trois intersections (77^ /7 3 ,.F 4 ), (/Zi , -F 3 , 77 4 ), (/^ l ,/7 3 ,/7 4 ) 
un plan Pi, 3}4 ; et les trois intersections (77 3 , 77 3 ,jF 4 ), (77 2 , jF 3 , 77 4 ), (F 2 , 77 3 , 77 4 ) 
im plan P 2 , 3j4 . Je dis que les droites d'intersection (P I>2>3 ,P J>2>4 ), (Pi, 2 , 3 ,P| >3>4 ), 
(P 1j2j4 ,/\ 3j4 ), (P,,o, 3 ,P 2>3 , 4 :, (P 1)V ,P 2 , V ), :Pi j3 , 4 ,P 2 ,3,4) rencontrent respecti- 
vement les ardtes (F n F 2 ), (F t ,F 3 ), (^,F 4 ), (F 2 ,F 3 ), (F 2 ,F 4 ), (F„F 4 ) f 
et que les points d'intersection (P 1>2 . 3 , Pi, 2 ,4, Pia*)* (Pi,2,3i Pw, P^)* 
(Pias* Pi,3,4, P 2 ,3,4), (P,, 2)4 , P,, 3r 4* P^,^) sont respectivement situes sur 77^ 
77 2 , 77 3 , /7 4 . 

2. Designons par F et y respectivement deux faces opposees d'un 
octaedre de sorie que F x soil oppose a ^,, F 2 a <p 2 etc. et que F M F 2 , 
F 3 , F 4 soient suivant l'ordre quatre faces concourant en un möme sommet, 
et </>!, 9 2? y 3 , qp 4 les quatre autres faces concourant au sommet oppose. Cela 
pose faisons passer un plan P l>2)3 par les deux points d'intersection (F^y^Fj) 
et (9! , F 2 , <jp 3 ). Alors les intersections (P 1>v , J*\, JP 2 ), (P w , y n y 2 ) et 
(?>nF 2 ,F 4 ) determinent un plan Pi, 2 ,4; les intersections (Pi,*, 3 , Fi , y 3 ) , 
(P,, 2 , 3 , y., F 3 ) et ;F X ,F 3 , y 4 ) un plan P w ; et les intersections (P w , F 2f F 3 ). 
(P lj2|3 ,y 2 ,y> 3 ) et (F 2 ,<p 3 ,F 4 ) un plan P 2)3j4 . Je dis que ces plans et ces 
faces passent quatre a quatre par dix points de la maniere suivante: 

1°. P lj2>4 , F f , (p 2 , y 4 ; 
2°. Pi,3,4? <pi, 939 F 4 ; 

3°« *2,3,4» 9*2» *3> V* 5 
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4°. *1,2,4* P. 1,3,4 1 F\i F*\ 

5°« ■'1,2,4 ^ "1,3.49 <fn <p*\ 

6°. *1,2,4 9 '2,3,4? ^2 9 *49 

• • 'l,2,4 9 *2,3,4? -^2 9 9*4 9 

8°. *i,3,4 9 ^w* ^39 'u; 

9°. *l t 3,4* '2^,49 ^3 9 V49 

10°. PlW> P 1,2,49 »1,3,41 '2,3,4* 

111. 

St on /öi7 passer m surfaces du second ordre par cinq tnemes 
points, il existe \tn(m — l)(m — 2) plans determines par les autres inter- 
sections des surfaces du second ordre prises trois ä trois. Ces plans 
passent wi — 2 ä m — 2 par \tn(in — 1) points silues sur les inter sections 
des surf aces prises detix ä deux, et trois ä Irois par {m(m — l)(ro— 2)(m— 3) 
points situes sur les surfaces une ä une. Des premiers points il se trouve 
rn — 1 sur chaque sur face et 3 sur chuque plan; des autres il se trouve 
i(m— l)(w— 2)(wt— 3) sur chaque surface et S(m— 3) sur chaque plan. 

En effet, considerons quatre quelconques des m surfaces, soient St, 
&*> £>> & 9 > en vertu de ce qui a ete demontre ci-dessus, les surfaces S3, 
S x et les plans Ps yXyU > P*,** passent par un möme point p^ K distinct des trois 
ßoints isw De mörne, en remplapant la surface S Q par Jane autre quelconque, 
soit S a , les surfaces S^, S x et les plans Ps,^, Ps^a passent par un mfime 
point p& x distinct des trois points t^^. Or, S d , S x et P S)Xyfi ne se coupent 
qu'en quatre points ddnt trois sont les points '*,*,,*. II faüt donc que le 
point ps )X par lequel passe le plan Ps, x> o et celui par lequel passe le plan Ps, u . a * 
soient identiques. Consequemment il passe par p SyX autant de plans qu'on peut 
mettre d'indices ä la place de p, bormis J et x, c'est a dire m—2. 

En second lieu il resulte de ce qui a ete demontre ci-dessus, que sur 
Ss il se trouve un point qs yX ^ y9 en lequel viennent concourir les plans P^^y 
Pj,», e et.Pj^. RemplaQant la surface *S V prfr la surface 8 a , il s'agit de 
savoir si le point q^ My ü intersection de P* iX>M , Ps iX , a & P*#,c> el egalement 
situe sur S 6 , est distinct de q* iX ^ f9 , ou non. Si les deux points q coincidaient, 
on pourrait remplacer successivement aussi x et ,u par d'aulres indices, et il 
s'ensuivrait que tous ces points q affectes de l'indice J et de trois autres 
indices quelconques coincidassent, c'est a dire que tous les plans affectes de 
Pindice d passassent par un möme point q$ situe sur S s ; de radme tous les 
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plans affectes de l'indice x passeraient par uo möme point q M situe sur S a ; 
donc tous les plana affectes des indices d et x passeraient par deux mömes 
points qs et ?«>' ma * s n0U9 avons vu q ue ces plans passent aussi par le point 
Ps,*f consequemment tous les plans affectes de deux mömes indices coinci- 
deraient, d'oü Ton deduirait de nouveau, en allant de proche en proche, la 
coincidence de tous les plans P. Les deux points <jfs, x ^ y <> et q,\ X)U , doivent 
donc dtre distincts; d'oü il suit qu'il se trouve sur S* autanl de poinls q que 
les m indices moins un admettent de combinaisons trois a trois. On aura 
donc en tout £m(r/i — l)(m — 2)(r/i — 3) points q.. 

FF. 

Si on fail passer m surfaces du.secand ordre par 6 mSmes points, 
il existe une infinite de Systeme s de ^m(m— l)(m— 2) plans passant par 
les untres intersections des surfaces du second ordre prises trois ä trois 
et passant (rn — 2) ä {m — 2) par \m(m — 1) couples de points situSs sur 
les intersections des surfaces prises deux ä deux, et quatre ä quatre par 
^m(m— l)(r#i— 2)(ro— 3) autres points. Des premiers points il se trouve 
2(m — 1) sur chaque sur face et 6 sur chaque plan, des autres il se 
trouve tn — 3 sur chaque plan. 

En effet, il räsulte du theoreme ci-dessus relatif a quatre surfaces que 
des qu'un plan P'^ M%ft -est mene par les deux points *',&,*,/«> il rencontre les 
deux surfaces S s et S x en deux points p^ x tels qu'ils sont sur un m&ne 
plan P^M t( , avec les deux points i^ Xye intersections de Sj et S x avec une 
quatrieme quelconque 8^ des m surfaces proposees. S e etant quelconque, il 
s'ensuit qu'il passe par les points p^ xi outre le plan P& iX9fA > autant de plana 
qu'on peut mettre d'indices a la place de p, hormis d, x et /u, donc en tout 
m—2 plans. Mais on arrive au plan quelconque Ps sityft en menant d'abord 
par les deux points f 1>?f3 arbitrairement le premier plan P,, v qui, une fois 
fixe, determine tout le Systeme des plans P; en considerant ensuite que le 
plan i*i,2 v « passe par les points p l)7 et i^ iM et determine avec S t et S^ les 
points p lyU ; puis que le plan P itXißi passe par les points p ltft et •, et de- 
termine avec S x et S^ les points p XM par lesquels et les points i* yM)h passe 
enfin le plan Ps 9Xytl lui-m6me, ce qu'il s'agissait de voir. 

Examinons en second Heu si le point d'intersection des plans Psm^» 
Piw* p s if **> Pn, M q u i correspondent au groupe S 8 , S x , S^, S e , peut 
coincider avec celui des plans Ps jM)M , P* y u,o> Ps,?,** &*#><> V^ correspondent 
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au groupe de surfaces qu'on obtient en rempla<jant S^ par S a . Si cela etait, 
le point d'intersecüon de ces demiers plans devrait a son tour coincider avec 
celui des plans P^ M> yi Ps s n y a> Ps,v,oi P^o* e * de la möme maniere celui-ci 
coinciderait avec le point d'intersecüon des plans P^y, Ps,i t ai Piw* Pi,*,*> 
lequel coinciderait de nouveau avec le point d'intersection des plans P if i, y > 
P*,i,o> ^9 y r,a9 P*,r,o* ^ es indices de ces derniers plans sont entierement 
differents de ceux des plans que nous avons pris pour point de depart. On 
voit donc que si deux de ces points d'intersection de quatre plans coincidaient, 
tous les plans P passeraient par un möme point; mais on a vu que ces plans 
passent, en outre, m — 2 ä tn—2 par un couple de points p; d'oü il suit que 
tous les plans affectes de deux mömes indices coincideraient , par suite de 
quoi enfin tous les plans P devraient coincider, ce qui ne peut pas 6tre. II 
faut donc que les points d'intersection des quatre plans correspondant a cbaque 
groupe de qualre surfaces soient distincts, et qu'il y en ait autant que les m 
indices admettent de combinaisons quatre ä quatre. 

Berlin, au mois d'aoüt 1857. 
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26. 

Addition au memoire sur la forme canonique des 

fonetions binaires. 

(Par M. A. Cayley.) 



Vans le memoire sur la forme canonique des fonetions binaires 
(pag. 48 de ce volame) j'ai dit que M. Sylvester avait en outre etendu sa 
thöorie aux fonetions binaires des degres pairs 4 et 6; j'anrais du dire, des 
degres pairs 4, 6 et 8. J'ai aussi emis de faire observer que lös termes cano- 
nisant et lambdaique appartenaient ä M. Sylvester. Enfin en citant dans la 
note les memoires de M. Sylvester qui ont rapport a cette theorie j'ai omis 
de citer le memoire On the calculus of forms otherwise the theory of in- 
variants, §. VIII (Camb. and Dublin Math. Jonrnal t. IX, p. 93) section qni 
porte le titre On the reduetion of a sextic funetion of two variables to 
the canonical form. 

Londres, 16 Juillet 1857. 
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27. 

Über eine allgemeine Transformation der hydro- 
dynamischen Gleichungen. 

(Von Herrn A. Clebsck.) 



Vie Gleichungen von welchen der Theorie nach die Bewegung einer 
Flüssigkeit abhängt, werden im Allgemeinen in doppelter Weise dargestellt. 
Entweder betrachtet man als die unbekannten Gröfsen des Problems die Ge- 
schwindigkeiten, welche zu einer gewissen Zeit an einer Stelle der Flüssig- 
keit existiren, man behandelt sie als Functionen des Ortes und der Zeit, und 
gelangt auf diese Weise zu einem System von vier partiellen Differential- 
gleichungen erster Ordnung, welches den Namen des Evier'schen führt, und 
hat nach Auflösung dieses Systems ein System von drei gewöhnlichen Diffe- 
rentialgleichungen zu lösen, um die ^Bewegung eines einzelnen Flüssigkeits- 
theilchens zu bestimmen. Oder man führt die Coordinaten eines Flüssig- 
keitstheilchens als abhängige Variable ein, und gelangt zu einem System von 
abermals vier partiellen Differentialgleichungen, mittelst dessen man jene Coor- 
dinaten als Funktionen der Zeit und des Anfangszustandes bestimmt. Dies 
ist der Weg, welchen Lagrange in seiner analytischen Mechanik eingeschlagen 
hat. Man umgeht so die Auflösung eines hinzutretenden Systems gewöhnlicher 
Differentialgleichungen, aber die Gleichungen des partiellen Systems werden 
bis auf eine von der zweiten Ordnung; auch scheint es roifslich, dafs die 
charakteristischen Eigenschaften der wichtigen stationären Bewegung in dieser 
Form wenig deutlich hervortreten. 

Man kann indefs das Problem noch auf eine dritte Art behandeln, 
welche gerade in dem erwähnten Falle eigentümliche Vorzüge darbietet. Für 
die stationäre Bewegung nämlich kann man die Differentialgleichungen ersetzen 
durch die Gleichungen des folgenden Problems: 

Ein dreifaches, über den Raum ausgedehntes Integral zu einem Mini- 
mum zu machen, bei welchem die zu integrirende Funktion die lebendige 
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Kraft eines Theilchens ist, vermehrt um eine beliebige Größe, welche 
nur für alle diejenigen Tbeilcben dieselbe bleibt, welche die nämliche 
Bahn durchlaufen. Die erwähnte Funktion ist dabei ausgedrückt durch 
diejenigen Funktionen, welche, Constanten gleich gesetzt, die Bewegungs- 
curven der Theilchen geben, und durch die ersten partiellen Ableitungen 
dieser Funktionen. 

Durch diesen Satz, welcher im Folgenden, nebst einigen andern Sätzen, 
abgeleitet werden soll, und welcher eine merkwürdige Analogie mit dem 
Principe der kleinsten Wirkung zeigt, erhält man also für die stationäre Be- 
wegung ein System partieller Differentialgleichungen zweiter Ordnung, und 
durch Integration findet man unmittelbar die Bewegungscurven ; rückwärts durch 
Differentiation die Geschwindigkeiten. Für den nicht stationären Zustand wird 
allerdings das entsprechende Resultat viel complicirter ; doch wollte ich es mir 
nicht versagen, die allgemeine Entwicklung aufzustellen, welche auch diesen 
Fall umfafst. Ich werde sogar vorläufig ein allgemeines System partieller 
Differentialgleichungen betrachten, und die Resultate einer, der angedeuteten 
entsprechenden, Transformation aufstellen. 

Für die stationäre Bewegung in der Ebene hat bereits Herr Dr. Meissel 
in einer, in Poggendorf's Annalen Bd. 95 erschienenen Abhandlung einen 
Versuch geiüacht, .eine Transformation von möglichst grofser Allgemeinheit 
zu geben, indem er die gewöhnliche Annahme ausgeschlossen, hat, nach 
welcher die Geschwindigkeiten eines Moleküls den partiellen Ableitungen 
einer Funktion gleich gesetzt werden. Indefs bemerkt man leicht, dafs Herr 
Meissel a. a. 0. zu einigen falschen {Schlüssen verleitet worden ist, welche 
die Allgemeinheit des Resultats wiederum fast ganz aufheben. Die Glei- 
chung, welche Herr Meissel (p. 278, 5) gegeben hat, mufs in der That 
durch eine andere ersetzt werden, welche ich im Folgenden (§. 7, 59) auf- 
gestellt habe. 

Die Quelle der nachstehenden Untersuchungen bildet die Theorie der 
Funktionaldeterminanten, welche unmittelbar die wahre Form erkennen läfst, 
unter welcher sich die Geschwindigkeiten im Allgemeinen darstellen. 

Ich wende mich zunächst dem folgenden allgemeinen System von 
Gleichungen zu. 

§.2. 
Es seien tr i9 ti 2 , . • . tf„ und V Funktionen der Variabein x x% x 2 ^ . .. x n 
und t, und als solche bestimmt durch die Gleichungen: 
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dV du. , mm du. , m du. , , du. 

8 V du t , du % , Sil, , , du. 

(i.) (ä^ = "är+ B 's?+" , ä^'+ •"+•• w.' 

Die Bedeutung der letzten Gleichung läfst sich unmittelbar analytisch 
interpretiren. Bildet man die Funktionaldeterminante der n Funktionen 

a, a', ^ . . . flC-D 

nach den Variabein jf 15 x 2 , . .., a? n , und ordnet dieselbe nach den Ableitun- 
gen von ä, so dafs sie die Gestalt annimmt: 

(3.) B - J,£.+4£+...+J.& 

so sind die ^ wiederum Funktionaldeterminanten, bei welchen a und immer 
etil« der Variabein x ausgeschlossen wird. Dann hat man bekanntlich die 
identische Gleichung (vgl. Jacobi, theoria novi multiplicatoris , dieses Journal 
Bd. 27 p. 203, oder Mathem. Werke I, p. 51): 

W ■& + !£ + •••+&-«• 

und es sind zugleich die Ausdrücke J x , J 2 ^ . .. d n > welche n— 1 willkür- 
liche Funktionen (a!> a (7) , ... a (n " l) ) enthalten, die allgemeinsten, welche der 
Gleichung (4.) Genüge leisten. Man kann daher untersuchen, was aus den 
Gleichungen (1.) wird, wenn man in denselben die Funktionen a!> a^ 7 \ ... 
flC"-') als abhängige Variable einführt, indem man setzt: 

(5.) »1 = ^, u 2 — J 2 i ... u H = J H . 

Da wir die Gleichung (2.) identisch erfüllt haben, so sind nur die 
Gleichungen (1.) übrig, welche sich in die folgende symbolische Gleichung 
zusammenfassen lassen: 

• (6.) 8V = b S^-dx k ^S 1 SJ t ^ : dx u 

in welcher bei der Variation nur x^ a?,, ... x nß nicht aber t, als veränder- 
lich zu betrachten sind. 

' 38* 
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Bezeichnet man durch 2T den Ausdruck: 

(7.) 2T = j* + j*+... + j* 9 
so hat man durch Variation dieses Ausdrucks: 

(8.) ÖT = 2 2J t ?p-dx k> 

fciiifci axk 



und statt der Gleichung (6.) kann man die folgende betrachten: 

fcs " W* * . % n ^ v fdJt dJi 



C9 *<r-r> -*«**»+«'.(!£■-■£■)*•»■ 

Setzt man noch der Kürze wegen 
so geht die Gleichung (9.) über in 



fest» 



(10a.) d{V-T) = Z<$± + M k )öx k . 

Diese Form läfst bereits Eigenschaften der Transformation erkennen. 
Bildet man nämlich die Summe: 

so sieht man, dafs dieselbe durch Vertauschung von i und A ihr Zeichen 
wechselt, also identisch verschwinden mufs. Hieraus geht nach den bekannten 
Eigenschaften der Determinanten hervor, dafs die Ausdrücke M die Gestalt 
annehmen müssen : 



(«.) <* = ^+^f?+-'4^ a S i . 



wo die 4 * n n <>oh anbekannter Weise die ersten nnd zweiten Ableitungen 
der a enthalten. Die Form der Ausdrücke A soll unten angegeben werden. 
Die Gleichung (10 a.) aber geht unmittelbar in die folgende über: 

(12.) d(V—T) = 1s$£dx k + Ä^d§f^A^d^^-^A^ l ^ä^\ 

Betrachten wir zunächst denjenigen Fall, wo die Gröfsen J von t 
anabhängig gedacht werden (dem Falle der stationären Bewegung entsprechend), 
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so können wir die Gleichung (12.) unmittelbar integriren; denn aus der 
Gleichung 

(13.) d(V—T) = AWd<J + A™d<jn + --\- 4«-* d <t«~ l \ ' 

wo rechts nur n— 1, links n Variationen vorkommen, folgt ohne Weiteres: 

a«> = ir(<t) 

(14.) I A< " = *<<"> 

(14 a.) V- T = n{ä, o m , . . . a<- 1 >) . 

Io diesen Gleichungen ist 77 eine willkürliche Funktion der a, und IT'(a 0) ) be- 
zeichnet die partielle Ableitung dieser Function nach a (i) . Man kann also in 
diesem Falle die Gleichungen (1.), (2.) ersetzen durch die n — i Glei- 
chungen (14.)) welche von der zweiten Ordnung sind. 

Sind die J nicht von / unabhängig, so kann man ebenfalls ein System 
von n— 1 Differentialgleichungen aufstellen, welche aber vom dritten Grade und 
viel verwickelter sind. Die Gleichung (12.) nämlich stellt das System dar: 

dx t ~~ ^F t ' dx t r t ä da . t T dt •> 

(15.) \ dx t A bx x t * d* t t t * a Xf i- 3f » 

Bx n dx„ ' öjr,, ' ' dx H ' dt 

Bildet man nun die Funktionaldeterminanten n — 2ter Ordnung 

Q da™ 
öx t 
und die Summe 



•«-> — g ^~ T ) && , d(V-T) dJ h ■ , 



a(F-D &/» 



so ist auch S^ n) eine Funktionaldeterminante, und zwar erhalte ich dieselbe, 
wenn ich in J h an die Stelle von « (m) die Funktion von V—T setze; auch 

kann ich Ä*" als Coefficienten von -3 — in der Funktionaldeterminante nter 
Ordnung der Funktionen a\ a< 2 \ ..., 4— l \ (V—T) betrachten. Ich habe 
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also nach dem oben erwähnten Satze: 

dx t * dx t ' ' dx n 

für jeden Werth von m von 1 bis n— 1; eine Gleichung, welche mit Hülfe 
des Ausdrucks von «S* m) übergeht in 

= h 2*Z d (d(V-T) dJ k 



ä=i fc=i UUf h 



dxi { dx k * daf> m > 

■ dx l 



Setzt man apcb noch für — ^ ans (15.) seinen Werth ein, so 



dx k 

hört die Gleichung auf eine identische zu sein, und man erhalt Gleichungen 
zur Bestimmung der a. Man hat dann nämlich: 

(16.) 0=^^^-^5-^>^+^>-gj- + ..^< )- a= j- + - 8r ¥ 

Diese Gleichung indefs vereinfacht sich noch bedeutend. Unter dem 
Differentiationszeichen ^ — ist in -4 (1) roultiplicirt : 

h 

d/ih dd , 8/fa 8t/ | , 8Jh 3tf 

und dies ist nichts als diejenige Funktionaldeterminante, welche aus J h ent- 
steht, wenn man darin « (m) durch d ersetzt; dieselbe enthält also zwei gleiche 
Funktionen und mufs daher verschwinden, wenn nicht m = 1 ist, wo sie mit. 
j K zusammenfällt. So ist also der Coefficient von A il) Null, ebenso der von 
A™ etc. bis auf den von A (m \ welcher J h wird. Und so verwandelt sich 
die Gleichung (16.) in: 



(17 






Fügt man noch hinzn, dafs nach dem wiederholt angewandten £atse: 



Ar* ' *=iö* A l a 3o( 



*£i-\ = o 

3** / 



to nimmt die Gleichung (17.) endlich folgende Gestalt an: 

rtftl n _ ,, fr*" i ^ g^ (w) i i ^ 9i w i *ir,rt 
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wo der Kürze wegen gesetzt ist 

(18 a.) <?""> = 2 2 dJk d " h 



Die Gleichungen (18.) dienen zur Bestimmung der a. Denkt man 
sich diese Gleichungen aufgelöst, und sodann in V — T statt «? 19 x 2 , . .. x H 
als Variable eingeführt a', a {2 \ . . . a ( "~~ 1} und eine beliebige andere Funktion a, 
so hat man nach den Gleichungen (15.): 

A d(V—T) A A d(V-T) , * A d(V—T) dT 

und zugleich links nichts Anderes als R [ * ~ — - ] ; wenn wir nämlich R -die 

Determinante sftmmtlicher a nach den x nennen, und durch die eckige Klammer 
andeuten, dafs in ihr die x durch die a ausgedrückt zu denken sind. Man 
hat also 



n f d(V— T)- \ _ dT 

Ä l~~ "Si J — w 



mithin durch Integration: 

(19.) V-T =f[±>?£]da+II(a?,a!',...<fi*-»,th 

wo IT eine willkürliche Funktion ist. Die Gleichungen (18.), (19.) geben 
somit die Funktionen a, V; die Differentiation der Gleichung (19.) führt noch 
anf Bedingungsgleicbungen für die willkürlichen Funktionen, welche die voll- 
ständige Integration der Gleichungen (18.) ergeben würde. 

Ich bemerke nur noch, dafs sobald irgend Einer der Ausdrücke ty m) 
verschwindet, die entsprechende Gleichung (18.) das Integral giebt 

(20.) A™ = I2(a', a*>, . . . *-*\ /), 

wo 12 eine willkürliche Funktion ist. Jene Ausdrücke verschwinden sämrnl- 
lich in dem oben bereits betrachteten Falle. 

§. 3. 

Ehe ich fortfahre, ist es nöthig die Ausdrücke der A wirklich zu 
entwickeln. Dieselben sind aus den Gleichungen (9.), (10.), (11.) gegeben; 
es mufs nämlich sein 
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Der rechte Tbeil mufs in den linken umgeformt werden. Zu dem 
Ende betrachte ich die dreifache Summe 

(22.) ftc.JjT^Ä«* 

dx t 

Die Summe 

-. uX- 

welche in £* mit ~-^ multiplicirt ist, stellt offenbar eine Funktionaldetermi- 

nante dar, und zwar diejenige, welche aus 4h entsteht, wenn man die nach 
x { darin ausgeführten Ableitungen durch die nach x k ausgeführten ersetzt. 
Diese Determinante aber enthält im Allgemeinen zwei Reihen in denen nach 
x h differenzirt ist, und verschwindet also; nur wenn die Indices k und i gleich 
sind, bleibt sie durch jene Vertauschung ungeändert, nämlich J h ; und wenn 
A=A ist, so enthält J h selbst bereits keine Ableitungen nach x k mehr, und 
der Werth der resultirenden Determinante wird — d { , da nach einem be- 
kannten Satze 

dJ k _ dJj 

d daf*) ~ d da™ 
dx. dx k 

ist. Somit reducirt sich die Summe (22.) auf 

*=i ox k tel ör i 

und man siebt also, dafs S k sich von dem rechten Theile der Gleichung (21.) 
nur durch das Vorzeichen unterscheidet. 

Aber die Gleichung (22.) nimmt auch unmittelbar die Gestalt an: 

k m=i dx k j fel hszl dx i " d dai m > 

Dies ist bereits die in (21.) verlangte Form, da in der Klammer der Index Ar 
nicht mehr vorkommt; man kann also setzen 

(23.) jc> = Jjs % n fl A öA 



dx t 

Diesem Ausdruck kann man noch eine passendere Gestalt geben, indem man 
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bemerkt, dafs 

= 



denn man kann nun schreiben 







dx : \ k =i ^ 3« (m) 



dx i 

Nun war aber oben die Bezeichnung eingeführt: 

2T = Jl + Jl+.-' + Jl 

Wenden wir diese an, so erhalten wir endlich A im) in seiner einfachsten 
Gestalt: 

IM.) * —A — g Xi d daW idF t ^ aa^ 1 ""' » a^j g 9a^) ' 

dx t dx t dx n 

Dies ist also der Ausdruck von A {m) , in den, wie man sieht, zweite Ablei- 
tungen eingehen; die Gleichung (18.) führt mithin auf die dritten. Ich be- 
merke noch, dafs die Gleichung (23.) uns erlaubt, den Gleichungen (18.) die 
Gestalt zu geben: 

wo der Kürte wegen 

(25 a.) « (, -^^ ¥ ^r 

gesetzt ist; eine Form, von welcher im Folgenden Gebrauch gemacht wer- 
den soll. 

Für den einfacheren Fall aber, dafs die J (oder die tf) von t unab- 
hängig sind, giebt die Gleichung (24.) aus (14.) folgende: 

dx t dx t dx H 

Das hierdurch dargestellte System von Gleichungen ist kein anderes, 
als dasjenige, welches man aus der Aufgabe erhält, das Integral 

(27.) f (n) ( T—n)ix x dx 7 . . . dx n 

zu einem Minimum zu machen^ wo 

(28.) 2T = Jl + j;+ — +J*i 

Journal Ar Mathematik Bd. UV. Heft 4. 39 
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• * 

ein Theorem, welches für die Transformation der betreffenden Differential- 
gleichungen von Wichtigkeit ist ; und interessant dadurch, dafs es die Identität 
der Probleme erkennen läfst, welche durch die Gleichungen (1.)? (2-) und 
(27.) gegeben sind. 

§. 4. 

Verbinden wir jetzt das aufgestellte System von Differentialgleichungen 
mit dem Systeme vollständiger Differentialgleichungen 

(29.) ** = «„ ^- = « 2 , ... ^—«., 

für welches wir nun auch setzen können 

(30.) ^ = zf x , i^ = ^, ... 4£-<#„. 

Es zeigt zunächst die identische Gleichung 

§il l §4 J L^l _ 

dafs Ein Multiplicator der Gleichungen gleich Eins ist; und man also 
das letzte Integral auffinden kann, wenn man die ersten n — 1 kennt. 

Man sieht ferner ein, dafs, sobald die J von / frei sind, die Integrale 
der Gleichungen unmittelbar die folgenden werden: 

(31.) «' = Const., a (2) = Const., . . . a^ l) = Const. 

Denn aus den Gleichungen (30.) folgt: 

was identisch Null ist. Auch die A sind, gleich Constanten gesetzt, Integrale 
der vorliegenden Gleichungen, da sie nach (14.) Funktionen der a sind. 

Für den allgemeinen Fall kann man noch folgende Theoreme hinzufügen : 

1. Sobald Eines der a von t unabhängig ist, wird a = Const. 
ein Integral der Gleichungen (30.) 

2. Sobald der Ausdruck (25 a.) 

% nh = n dJ h d dJh 



Ä<*> 



1=1 ä=i &*7 dt q 



SaC«) 



dx i 

verschwindet, ist 

A™ =' €onst. 

ein Integral der vorliegenden Gleichungen. 
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Denn es ist alsdann nach (30.)) (25.) 

§• 5. 
Setzen wir nunmehr n=3, so gehen die Gleichungen (1.), (2-) in 
die .EMfcrschen über, nämlich in: 

wo ti 19 w 2 ^ w 3 die an der Stelle (j? n a? 2 , j? 3 ) zur Zeit £ stattfindenden Ge- 
schwindigkeiten sind, und V=U — — , wenn Z7 die Kräftefunktion bezeich- 

net, p den Druck, y die constante Dichtigkeit. Ich setze nun, den Gleichun- 
gen (5.) zufolge: 

1 * öjt, dx % . 9x t 9.r a * 

2 dx % dx t dx % dx t ' 

3 s öjTj 3jf t öjr t d,r t 

Dann ist nach einer bekannten Transformation 

(34.) 2 T = ^? + ^ 2 2 + ^ = P*P<v - PP; 
wenn der Kürze wegen gesetzt wird: 

= ("017) +("?£■) + vSS7)' 

_ 8ct' doO . da* 6a (,) , 60* aa< a > 

dx\ ' dx l ' dx t dx t ' dx t dx t * 

und die Ausdrücke der A werden: 

(36.) / fclöXi ' ö *< a *' P 

fej dXj \ dx i dx t ) 

39» 



(33.) 



\ 
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Die Differentialgleichungen, von denen dann das Problem im Allgemeinen ab- 
hängt, sind 

a a dAW , A dAW . A dAW dAW mi) 

= ^-ö^r+^-ä^r+^-^r+-ör- Ä ' 



wo 



ä(») = a, ° w ( 34 34 ^ I 3 w> f 34 34 ^ 

är,3«\8x t öx $ / "■" dx t df \ öx, • 3x 4 / 

. d*tP> (dA, 34 \ 
+ Öx.öAöx, Ar,/' 

(37a) ^ _äw = 3V rBd t dJ t \, ev /dj t dd t \ 

dx t dt v öx, öx, ' ' öx,öf V öx, öx, ' 

, av fö4 3z/, \ 

"T5x^FVöx, öx.A 
Die Integrale der Gleichungen 

• (38.) ^- = ^, 4?—^ T?— ^ 

stellen ein veränderliches Kurvensystem dar, auf welchem sich die Theil- 
chen bewegen. Nach den in §.4 aufgeführten Sätzen hat man nun für 
diese Gleichungen das Integral 

A™ = Const., 

wenn in einer der Gleichungen (37.) das Glied ü (m) verschwindet. Dies 

ist z. B. der Fall, wenn a (2) von der Zeit unabhängig ist; dann ist also 

A il) = Const. 
ein Integral. Aber auch 

a™ = Const. 

ist ein solches. Verbinden wir dies mit dem Principe des letzten Multiplicators, 
so können wir also die Gleichungen (38.) integriren, sobald eines der 
Ober flachcnsy steine, auf welchen die Bewegung vor sich gehl, von der Zeit 
unabhängig ist. Das letzte Integral sei y = Const; dann mufs also q> der 
Gleichung genügen 



und weil der Multiplicator 1 ist, wird dieser Ausdruck auch gleich der De- 
terminante : 
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w = 



dtp 


dg> 

' äx { 


da™ 
er, 


dAM 


dx t 


dx t 


dtp 


dq> 


8aP> 


dA<m 


dx % 


dx t 


dx t 


dx t 


dtp 


d<p 


daW 


dAW 


dx % 


dx % 


dx t 


dx t 


dtp 


dq> 


dam 


dAW 


dt 


dt 


di 


dt 



Führt man statt x 19 <p 2 , x z nun a°°, A il) und irgend eine neue Variable v 
ein, und bezeichnet die neuen Ableitungen durchweine Klammer, so geht diese 
identische Gleichung Ober in: • 



do 



(*)+(^)ISr-+^+^+^}-- B 



\~dTJ \dvJ 



wo D die Determinante von v, aS 2) , A (1) nach x^ x 2 , x 9 ist. Setzt man noch 
der Kürze wegen 

d*> i a d v i j & v • i a dv 



(39.) 



w 



so folgt aus der identischen Gleichung: 

- 1 = *(&). 



w 



"(*). 



(40.) <p 



und es wird sonach das gesuchte letzte Integral 

/wdt—do 
—D 

Dieser Fall tritt z. B. ein, wenn die Bewegung um eine Vertikale nach 
allen Seiten dieselbe ist, in diesem Falle also kann man* da ein Integral 
(die durch jene Vertikale gelegte Bewegungsebene) von t unabhängig ist, 
sämmtliche Integrale angeben. 

Ist die Bewegung eine stationäre, so hat man nach (26.) etc. die- 
jenigen Gleichungen aufzulösen, welche das Integral 

(41.) fff{^fli--n{ä,^))dx l dx 2 dx 3 

zu einein Minimum machen, nämlich die Gleichungen 

(42.) ^ (1) = n\d), A™ = 77'(o< 2) )- 
Die Funktionen ot> a 0) geben dann die Oberflächensysteme, in deren Schnitt- 
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kurven die Bewegung vor sich gebt: 

ä = Const, a (2) = Const. 

Dies ist das in der Einleitung ausgesprochene Theorem. Der Druck 
wird endlich, den Gleichungen (14 a.) und (19.) zufolge, im Allgemeinen 
durch die Formel gegeben 

V-L-T =/[^4£]<fe + i7(«', ««,/), 

und für die stationäre Bewegung insbesondere durch 

Ü-Z-- T = 77(a>< 2 >). • 
.9 

Die* ist zugleich die wahre Form, welche die Gleichung der lebendigen 

Kraft annimmt. 

f. 6. 
Die Einführung neuer Variabein in die vorliegenden Gleichungen hat 
keine erheblichen Schwierigkeiten. Für den stationären Zustand hat man 
Nichts zu thun, als den Ausdruck T zu transformiren , was offenbar nur die 
Kenntnifs der Form voraussetzt, welche das Quadrat des Linienelementes an- 
nimmt. Ist dasselbe 

(43.) d* 2 = Undrf+Undyl + 2u i? dy t dy 2 . . ., 

wo y n y 2 , y z die neuen (von t unabhängig gedachten) Variabein sind, so 
ist die Transformationsdeterminante 



(440 D 



ferner 



wo 




«n 


«12 


«13 


«Sl 


«H 


«13 


«31 


M» 


«33 



2Ts= P'PV — PP, 



(45.) P = - 



u 



ii 



u 



12 



u 



«II «M 



13 



'» 



«3t « 



3* 



U 



33 



fr* 





Bo? da? dd 

tyi ty, dy, 

und wo P' aus P erhalten wird, wenn man tf* durch af, P 2) , wenn man 



1 
TF' 
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a' durch a {2) ersetzt. Ans der Theorie der Determinanten ergiebt sich ferner 
leicht, dafs 2T auch die Gestalt annimmt: 



1 



(45 a.) ZT^-fr 



«M 


«« 


9 


da' 


3* 


«M 


«a 


«23 


3r. 


öat J > 

öy t 


«31 


«» 


«33 


da! 


dy. 


da* 


da* 


da* 


• o' 





*. 


$T, 


3* 


da<*> 


daM 


aaP> 









dy, 

(vgl. Hesse, über Determinanten in der Geometrie, dieses Journal Bd. 49, 
p.248, Formel (6.), (7.)). 

* Sodann wird also das Integral, welches ein ' Minimum werden soll : 

f/J[T-JT).Day t dy 2 äy ty 
und es fliefsen daraus nach, bekannter Methode die Gleichungen: 

(46.) 



0-JUT(^)+3^/l>. 




Diese Gleichung giebt auch für den allgemeineren Fall die Transformations- 
formel der A: 



( 47.) -A™ = ^ 



_a 

5/ 






Wir bedürfen dieser Formel zur Transformation der Gleichung (37.). Be- 
merken wir ferner, dafs der erste Theil jener Gleichung, nämlich 



ü 






nichts ist als die Funktionaldeterminante von et, aS 7 \ A im) nach den x, so 
folgt unmittelbar. dafe D.U die Funktionaldeterminante von a', a (2) , A {m) nach 
den y ist; dafs also, wenn man setzt 
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v, 



Bti da<*> da' BaW 



(48.) 



V, 



Baf 8d*> 
B<i BaW 



ty t By t 
die identische Gleichung stattfindet: 



3<* BaW 
~$y~i' dy, ' : 
Bd daM 
dy t "SyT ' 



V 



C49 : ) 



i=l 



ÖJTj 






a*-) 



Bx. 



so erhfllt 



Nimmt man hier auf beiden Seiten den Coefficienten von 
man die Transformation von J if nämlich 

*=?V» dx { 

Diese Gleichung, bei deren Ableitung die Natur der a\ a i2 \ A {m) vollkommen 
gleichgültig blieb, involvirt die allgemeinere Gleichung 



(50.) J t 



dtp dtp d<p dtp 
äx t dx t dx t dx t 



D 



dtp dtp dx { 

dy t dy t dy x 

dcp dtp dx t 

dy % dy t dy t 

d<f dtp dx t 

ty* d U ty* 



und wenn man diese Gleichung auf (37 a.) anwendet, so erhalt man 

ÖV 2 * 3 / V t dxt , V t dxt 



(51.) JDÄ< 1 >= -2* 



dtdy t dy k 

d*a<V d /V, dxi 



/ V t dxj . V t dxj | V, flxA dxj 
\D dy^'Wdy^ ü dyj dy t 



dtdy % dy 



/V, dxi | V t dxt . V t dxA 
~\U Ö ri + ü dy t ^~Ddy t J 



dxj 

dy, 



d*a<n 9 /V, dxi , V t 3x t ■ V, 3x t \ dx t 
3tdy t 3y t \D 3/, "■" D 8y t ^ ü ByJ By t 



B'aW 



Hier ist in , * mnltiplicirt der Aasdruck 
£ldy t dy t VT>"dy7 ir ~Ü'dy.' t D ByJ 



dxt d /V, dxi , V, Bxi , V, Bxt 



oder 






8y t 3y t \D d, t + ü d* + 

( p*i_B_(V± Bxc\ Bxi_B_/Vi Bxi\\ 
\ By t By % \ ü B n ) ~Sy % By t \~WB~ylJh 



dxffl 
dy t Jh 



Lv 
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fetf 



dxt dxi 



h=±ty t dy % dyk 



oder auch, wenn man die Differentiation ausführt: 

*5h_£/V*\ i ^öx L Bx i _ S /Vi\ ^ dTidxj i 
*=i \ dy % \WJ 9 Z dy t ^ Ö^V D /£ dy t dy k i 

nnd wenn man nun bemerkt, dafs nach (43.) 

(52.) 5|£i|£i = n,,, 

J i=i By k dy k 

so geht der betrachtete Coefficient über in: 

und so wird endlich die gesuchte Form von R il) : 

(53.) DW = g£[*g(£_£) + g£(*S_£) 



I* 



+ 



*=3 



*=1 



£■<$) «•> 



dtdy t 

aw»> 

aw) a /v 



i 3V») / a«« _ a«uM 



a /v 



« 



2* 






9' ty* fy> 

Diese Gleichung und die Gleichung (49.) absolviren zusammen die Trans- 
formation der Gleichungen (37.), die also gleichfalls auf die Transformation 
des Linienelementes allein zurückkommt. 

Sind insbesondere die y drei Systeme von Oberflächen, welche sich 
rechtwinklig schneiden, so verschwinden t* i2 , u 23 , t/ 31 , und man erhält an 
Stelle der Ä (1) die Ausdrucke: 

dy^V*» ü ) By % \ Ua ü )) dtdy, 

und das Entsprechende für ü (2) durch Vertauschung von n' und a 0) . Die 
Transformation endlich der Gleichungen (38.) ist in der Gleichung (50.) ent- 

halten ; denn multipliciri man dieselbe mit ~ und summirt nach t, so erhält man 

i 

d )h _ Vh 
dt ~ D ' 



(54.) Ä« 



(55.) 
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§. 7. 

In einzelnen Fallen ist man im Stande eine der Funktionen a', a i2) 
von vorn herein aus der Natur des mechanischen Problems zu bestimmen; 
man behält dann für die zurückbleibende Funktion a eine Differentialgleichung, 
welche im Allgemeinen von der dritten, bei der stationären Bewegung von der 
zweiten Ordnung ist. 

Sei die Bewegung der Art, dafs alle Theilchen sich in parallelen 
Ebenen zu bewegen genöthigt sind, deren Gleichungen durch ar 3 = Const. 
dargestellt sein mögen. Man kann dann setzen 

(56.) a< 2) = a? 3 , a' = f(?„ x 2 , /). 

Die Gleichungen (35.), (36.) geben nunmehr: 

und die Ausdrücke der Geschwindigkeiten werden aus (33.) 

(58.) 11, = ^ = ^-, «2 = ^ = — -£— , tr 3 = 0. 

Daher verschwindet von den Gleichungen (37.) die zweite identisch, und 
man hat als einzige Gleichung: 

(591 da! dA«> 3<* dAW , BA& = Q 
^ % * dx t * dx t dx t dx t "■ dt ' 

wo A durch (57.) definirt ist. Im Falle der stationären Bewegung geben 
die Gleichungen (42.), (57.) 

Die Integrale der zu (59.) gehörigen Differentialgleichungen sind: 

(61.) A™ = Const. 

und ein zweites, welches man aus dem Principe des letzten Multiplicators er- 
hält, nämlich (40.) 

dx % dx i dx x dx t 

wo statt &!, x 2 unter dem Integralzeichen A {1) und die beliebige Funktion v 
als Variable eingeführt worden sind. 
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Einen zweiten Fall, in welchem gleichfalls die Differentialgleichungen 
auf eine sich reduciren, giebt die Bewegung, welche um eine Axe nach allen 
Richtungen dieselbe ist. Diese Axe sei die der x z . Man kann dann die 
Coordinaten einführen 

(63.) jr 1 = rcosy, x 2 = rs'm(p, x $ = z. 

Das Quadrat des Linienelementes ist dann bekanntlich 

(64.) ds 2 = dr* + r 2 d<p 7 -f dz\ 
Zugleich erhöh man 

(65., |, B _ ( ^ ) - +( ^y + j r( ^i)' 

d* dam da 1 a«m , 1 M 3aW 

Die Transformationsdeterminante ist r. Nun geben die Gleichungen (47.), da 
2T=P'P i2) —PP: 

(66) I * r f dq>\ d<p o<p '* 

-JP-±fr\,. %-*%]) + !;(*. &-P& 

+ L±.(p> *»-p£L). 

T r * dq> \ dq> oy' 

In Erwägung der am a?, symmetrischen Bewegung kann man nun ver- 
suchen su setzen 

«m = <p, a > = f{r>Zft) ^ 

Dann gehen die Gleichungen (65.) Ober in 

Und die Gleichungen (66.) geben: 

(67.) _J»_i.£(I«) + ±£(i.£), ^ = 0. 

Die Gleichungen (48.) gehen nunmehr über in 

(68.) V,= -^-, V, = 0, V, = |^. 
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Nimmt man hinzu, dafs D = r } so sieht man erstlich ans (54.), dafs die 
Ausdrücke R beide verschwinden ; und dann giebt die Gleichung (49.) : 

wo A (l) durch (67.) definirt ist; und für die stationäre Bewegung: 

ao.) ±£(±£)+± jL(i£) W ) . o. 

Die Differentialgleichungen, welche zuletzt zu integriren sind, werden 
f71 i *" * ** a9 *k 1 daf 

Ein Integral ist wiederum A (l) = Const; das andere wird aus der 
Theorie des Multiplicators erhalten, nämlich 

/ dv daf dv . daf dv\. A 

\ r Tt-^fr+-frW dt - rdv 



rvo *\ P^tei /^v dt dz dr *" dr d%) 
(72.) Const. = /— dvdAfß} dvdA{l) 



dr dz dz dr 

wo unter dem Integralzeichen statt r, z eingeführt sind -4 (1) , welches während 
der Integration constant bleibt, und v y eine beliebige Funktion von r und z. 

Berlin, den 26. Mai 1857. 
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28. 

Untersuchung einer aus vier Elementen gebildeten 

Reihe. 

(Von Herrn R. Lipschilz.) 



Euler untersucht in einer Abhandlung Aber Methoden zur Auffindung 
bestimmter Integrale, die im 19ten Bande der Petersburger Commentarien p. 66*) 
mitgetheilt ist, die Reihen 



cos nu • ^rrsinwM 

-ä — — - und 2 — — , 

wo o eine ganze Zahl, und findet, dafs die erste derselben, wenn a gerade, 
die zweite, wenn a ungerade ist, gleich einer algebraischen ganzen Function 
der Gröfse u wird, deren Goefficienten nichts Irrationales enthalten, als das 
Verhfiltnifs des Kreises zu seinem Durchmesser, die Transcendente n. Zwar 
sind diese beiden Reihen nicht mehr convergent, wenn = gesetzt wird, 

und so ist weder JScosnu= — £ 9 noch 2 , sinnn = ^cotg^ti f wie Euler 

n=l ns=l 

annimmt; doch aberzeugt man sich leicht, dafs die aus diesen Voraussetzun- 
gen hergeleiteten Resultate richtig sind. Hebt man die Beschränkung auf, dafs 
eine ganze Zahl sein soll, so erfordert die Convergenz der beiden Reihen 
nur, dafs o gröfser ist als Null. Um diese Behauptung zu rechtfertigen, werde 



die Reihe 2 — — , deren reeller und imaginärer Theil jene beiden Reihen 



geben, in ein bestimmtes Integral verwandelt. Da a und n positive Gröfsen 
bezeichnen, so hat man, vermittelst der Eulerschen Gleichung 



n" 



■p^zr = mP-'°~ 8 °- 



*) und im 4ten Bande der Integralrechnung p. 260 ff. 
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nach ausgeführter Summation einer geometrischen Reibe, das Resultat 

ZU n" r(a)J i — e-'+^v-i v ' 

and durch Sonderang des Reellen und Imaginären 

"S'cosnu 1 /* a er* cos u — e- 7 " „_,.> 

^ ~li s ~ ~ r{o)J 1— 2e-«cos«+e- J « Ä 0tt > 

"rfsinwM 



\a)J 1— 2e-«cosu+c- 2 « a CCC# 



*•• /»*{ 1— 2e- a cosa+ 

In diesen Integralen ist die zu integrirende Function das Product des Aus- 
drucks e" a a ümml , der. innerhalb der Grenzen der Integration positiv bleibt, in 
einen Bruch, dessen Zahler nicht unendlich grofs, dessen Nenner nicht gleich 
Null wird 9 vorausgesetzt, dafs costi nicht gleich der Einheit ist. Da nun das 
£-«#<*-* Q a — r(o), so lange o positiv ist, einen festen endlichen 

Werth hat, so gilt nach einem Fundamentalsatze der Integralrechnung von den 
in Rede stehenden Integralen dasselbe. Also haben die entsprechenden Rei- 
ben, falls cosu nicht gleich Eins ist, für jeden positiven Werth von a eine 
Summe, und sind im Allgemeinen stetige Functionen der Variabein u und o. 
Indem ich die Reihen unter diesem Gesichtspunct betrachtete, wurde ich auf 
eine Reibe von etwas allgemeinerem Bildungsgesetz geführt, die, so viel mir 
bekannt, noch nicht untersucht ist. Da sie mir von einigem Interesse zu sein 
schien, werde ich das Ergebnifs meiner Beschäftigung mit derselben im Fol- 
genden mittheilen. 

§. 1. 
Es seien v, x reelle, k y a positive Gröfsen, so werde die Reihe 

die eine Function der vier Elemente v, x, k, a ist, durch F(v,x,k } 6) be- 
zeichnet. Die Potenzen der imaginären Ausdrücke sind so zu verstehn, dafs 
(k + Oy-iy^fö+We **- 1 ist, wo <p der zwischen — \n und +\n He- 

gende Bogen der trigonometrischen Tangente -r- ist. Um zu erkennen, wel- 
chen Bedingungen die Elemente zu genügen haben, damit die Reihe convergire, 
ist es zweckmäfsig, sie durch ein bestimmtes Integral auszudrücken. Hiebe! 
ist es nothwendig, zu unterscheiden, zwischen welchen ganzen Zahlen die 
Gröfse x enthalten, oder welcher ganzen Zahl sie gleich ist; zunächst werde 
daher angenommen, dafs 0<C#<1 ist. 
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Da alsdann im allgemeinen Gliede der Reihe (1.) die Gröfsen (n-J-o?) 
und (n — x) positiv sind, so ist 

(*+(»+x)lM)* ~ (»+*— &>M) a ' (*+(— n+x)V-iy~ (»— «r+AV-1)" 

and durch Anwendung der Eulerachen Formel 

(n±s +&iM)* r(cr)7 * « C« 

gewinnt die Reihe die Gestalt: 

Setzt man nun die Factoren ^ w ^ M,f - 1 und r^^* 1 ^ unter das 
Integralzeichen, und summirt die beiden geometrischen Reihen, deren Exponent 
den analytischen Modul er hat, so entsteht die Gleichung: 

(20 F(v, x, k, o) 
= — — / f 1 ia dcLm 

Eine Sonderung des Reellen und Imaginären zeigt, dafs beide Theile des In- 
tegrals feste Werthe haben, wofern nicht e l7lvV ~ i = \^ d. h. v gleich Null oder 
einer ganzen Zahl ist; dieser Fall aber bedarf einer besondern Prüfung. Der 
Werth der Reihe ist derselbe, mag v Null oder eine ganze Zahl sein ; immer 
hat man 

F(p,x,k,o) = -j^-J cos (Ar« — \na) e ^ ^ a"- l da 

+ rt#jy siD ( * a - 47ia) — i=«= — a da ß 

wo jedes der beiden Integrale für sich zu untersuchen ist. Theilt man das 
erste derselben in zwei Integrale, das eine von Null bis zu einer kleinen 
positiven Gröfse e, das andere von e bis oo genommen, so hat das Integral 

cos (Ära — ±no) ._ — a*~ l da stets einen bestimmten Werth, da der 

Factor co ^T^ ■ innerhalb der Grenzen der Integration nicht unendlich 
wird, ferner die Aasdrücke rV l und ^r^-^a*"* 1 positiv bleiben, und die 
Integrale /e-^ a a " 1 da nnd /^-^a'-'öa, weil x und (1 — x) positiv sind, 
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respective unter den endlichen Gröfsen — — und ' liegen. Das In- 

cos (Ära — \na) ^ — a a ~ l da hat aber nur dann einen end- 

§ 

liehen Werth, wenn die Gröfse a > 1 ist. Denn da der Ausdruck 

cos (ka — \no) {e~ xa -\- g- (i -* )g ) f _" _ a für a>l nicht unendlich, und für 

a<l nicht Null wird, so hat das zu untersuchende Integral den Charakter 
des Integrals / a a ~ 7 da ß das im ersten Fall einen endlichen Werth, im zwei- 



ten Fall keinen Sinn hat. Unter der Voraussetzung , dafs 0=1, wird das 
Integral 

und bleibt endlich, weil für a = die zu inlegrirende Funktion sich dem 
Werth 2k nähert. Mithin hat auch das von bis co genommene Integral 
nur dann eine Bedeutung, wenn a gröfser oder gleich der Einheit ist. Zer- 

/• g— *xr g— (l— x)a 
sin (ka — £ na) r— — - a° ~ l da auf 



gleiche Weise, so ergiebt sich, dafs beide Theile stets endlich sind. Da so- 

g-xo _ g— (1— jr) a 

wohl der Bruch . _ g , als der Ausdruck sin (Ära — \na) für*a:=0 

a a ~ l ca = — ist, indem o positiv 

o 

/e g-xa^_ e -(l-jc)a 

sin (Ära — \no) — ._ , tt — a a ~ l da 



einer endlichen Gröfse gleich sein. Dafs aber das Integral 

J sin(Äa— \no) j— — aT l d 

€ 

einen festen Werth hat, folgt aus denselben Gründen, wie die gleiche Be- 
hauptung für das zwischen denselben Grenzen genommene obige Integral. 
Nimmt man jetzt alles zusammen, so ergiebt sich, dafs die Reihe jfr\v, x, k, a) 
stets eine Summe hat, wenn v nicht gleich Null oder einer ganzen Zahl ist, und 
dafs in diesem besondern Falle zwar der imaginäre Theil derselben für jedes po- 
sitive a, der reelle Theil aber nur unter der Bedingung convergirt, dafs qj>l 
sei. Dies Resultat ist unter der Voraussetzung abgeleitet, dafs 0<O<Cl ist; 
es hat indefs keine Schwierigkeit, dasselbe für jedes reelle x nachzuweisen. 
Denn welchen Werth x auch habe, immer lüfst sich eine positive ganze Zahl in 
von der Beschaffenheit angeben, dafs für n^rn die Gröfsen (n-\-x) und 






I 
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(ii— 9 x) positiv sind. Dann gestattet die Reibe, vom (9n-J-l)ten Gliede an ge- 
nommen, dieselbe Behandlung wie oben, und wird durch ein Integral aus- 
gedruckt, das genau dieselben Eigenschaften besitzt als das untersuchte. Die 
Convergenz der Reihe hängt aber von diesem Integral ab, da dio Summe der 
i9t ersten Glieder eine endliche Gröfse ist; denn keines derselben kann unend- 
lich grofs werden, so lange k positiv ist, und ihre Anzahl ist eine endliche. 

. Uebersieht man die Darstellung der Function F(v,x,k,o) durch ein 
bestimmtes Integral, so tritt hervor, dafs wenn e 2nvy ' 1 nicht = 1, oder in diesem 

Fall, wenn a>>i ist, die Reihen 2 Tim — i — ttt^ und ^ rm i — , / iX< , 

convergiren, und die Reihe F(v, x y k, o) als die Summe derselben angesehen 
werden kann. Dies darf dagegen nicht geschehen, wenn e 7nvV - l = \ und 
a<^l ist; denn für = 1 haben nur noch die reellen Theile, für o<Ci 
weder die reellen noch die imaginären Theile jener beiden Reihen «ine Be- 
deutung. 

§. 2. 

Die Eulersche Formel, welche benutzt wurde, um die Reihe F(v,w,k,o) 
in ein bestimmtes Integral zu verwandeln, wird jetzt* dazu dienen, dieselbe 
in andrer Weise umzuformen. Da k- positiv ist, so bat man im allgemeinen 
Gliede für jeden Werlh von x 



1 



i— /«-(*+ (»+*)f-0« a*- 1 da 
\o\J r a oa > 



<ji+(n+x)v-iy rwJ 



(k+(-n+x)V-iy r(o)J 

folglich 

(3.) F{r>,x,k,o) 

l\0) J 

= jl—Je-** cos xa a°~ l da -{- ■«— r 2 J e~ ka cos xa a— l co$ n (2nv—a) da 

— l^{JZ- k °s\nxaa°- l da+2ls • 

Die Reihen, welche hier den reellen und imaginären Theil der Func- 
tion F(v,x,k,c) darstellen, sind in der Form 
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(4.) Jf(a)da + 2zff(a)cosn(js — a)da<==(p(z) 

eothallen , die sich von der sogenannten Fourierschen Reihe nur durch die 
Ausdehnung der Integrale unterscheidet. Mit Hülfe von Sätzen, welche Dirichlet 

m 

in seiner Untersuchung „Sur la convergence des series trigonometriques etc. 11 
(dieses Journal Bd. IV. p. 157) begründet hat, wird nun gezeigt werden, dafs 
die Reihe (4.) gleich einer Summe von unendlich vielen aequidistanten Wer- 
then der Function /*(a), mit einem constanten Factor multiplicirt, ist, die not- 
wendig convergirt, wenn, wie in unsernf Falle, die Reihe (4.) convergent ist. 
Addirt man* die (n-f 1) ersten Glieder dieser Reihe, so kommt 

(5.) . /f\a) da ^ 2 /f{a) cos (z — a)Ba+ ----\-2jf{a)cosn{z — a)Ba 

-^) sin( ^ )( v ) ^ 

und man erhält die Summe der Reihe, indem man den Grenzwerth sucht, 
dem sich dieses Integral für ein Ober jede Grenze wachsendes n nähert. 
Da die Reihe für Werlhe von z, die um ein Vielfaches von 2n verschieden 
sind,, dieselbe ist, so wird angenommen, dafs 0<^z <C2n sei. Es bezeichne 

» 

nun n x , #2, ... «„, ... eine Reihe von Gröfsen, die den Ungleichheiten 

z <C «i < z -|- 2n < a 2 <C z -f- in . . . 
genügen, und werde das Integral, welches die rechte Seite der Gleichung (5.) 
bildet, in eine unendliche Anzahl von Integralen getheilt, die sich von bi9 z, 
von z bis a n von a t bis z\2n, u. 8. f. erstrecken. 

Macht man in denselben respective die Substitutionen 
a = * — 2ß, a~z\2ß> a — z\2n — 2ß, a = z\2n\2ß, . . ., 
so nehmen sie diese Gestalt an: 

wo die Integralionen sämmllich von bis zu einem positiven Werth gehn, der 
kleiner ist als n. Bezeichnet man einen solchen allgemein durch /, so folgt 
aus den Principien der angeführten Abhandlung, dafs, wenn y(ß) eine Function 

von der Beschaffenheit ist, dafs das Integral f\(ß)dß= ¥{ß) von ß = 

o 

bis ß = l stetig und endlich bleibt, das Integral Jy(ß) Si " ( ^t <)/? Bß, wenn 
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n ohne Ende wächst, den Werft \ny{Q) zur Grenze bat (Cf. Dirichlet 
„sur les series, dont le terme g6neral depend de deux 8ngles" etc. dieses 
Journal Bd. XVII, p. 54). Daher geht das erste der Integrale (6.), wenn z 
nicht Null ist, für n = oo in nf(z) aber, während es, wenn z Null ist, durch 
Zusammenfallen der Grenzen verschwindet; es wird ferner, ohne die Voraus- 
setzung * = auszuschliefsen, das zweite = nf(z\ das dritte *= nf(z -\- 2n), 
das vierte = n f(z + 47i), u. s. f. So entstehen für die Reihe (4.) diese 
Gleichungen . 

fp{z) == 2n2f(z-\- 2sn) y 0<2<2n, 

(7.) 

y(0) = nf(p) + 2n2f($sn). 

Um nun eine Anwendung auf die Gleichung (3.) zu machen, setze man nach 
einander fa «= r~* a cos xa a " 1 , fa=er la s\nxaaP~ l > nnd z=2nv, wo 0<X!t 
ist, so kommt 

*- Aa cos#a a'^da -f 2 SJe-* a cosxaa'- 1 co8n(2nv — a)Ba 
= 27ilse-*« nv + 2 »» coso?(2w+2^).(2w + 27i*) a - 1 , 

(9.) /#-* a sin xa a'^da -f- 2SJer la sin xa «"-'cos w (2nv — a) da 

= 2n 3V H*"* J "' } sin a: (2ti0 4- 2tu) . (%nv 4- an*)'" 1 . 

Für den Fall, dafs r = ist, bemerke man, dafs die Function e~**cou xaa a ~ l , 
wenn « = 0, ff>l ist, verschwindet, wenn a = 0, tf = l ist, den Werth 1 
hat, während die Function e^'slnxaa " 1 , wenn a = 0, für jeden vorkom- 
menden d. h. positiven Werth von a, gleich Null wird. Da nun die Reihen, 
welche die rechte Seite der Gleichungen (8.) und (9.) zeigt, als der reelle 
und imaginäre Theil derselben Reihe aufgefafst werden können, so kann man 
diese in der folgenden vereinigen 



(1 0.) F(V, X,k,C) = 3£- S *^*"+*"X*+* *-*> {2718 + 27ZV)- 1 , 

*>0 #=ü 



wo 0<0><1> und für r = 0, o>\ vorausgesetzt wird. Für t> = 0, 
cr = l hat man dagegen 

(10 *) JF(0, x, k, 1) = 7T+ 271!? e- 2 "'«**™. 

Wird in der Gleichung (10.) für t> die Gröfse 1 — v gesetzt, wo jetzt 

41 ♦ 
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O<0<1 5 und für * = 1, a>l sein mufs, so kommt, da jP(1— v,x,k, a) 
s =F{ — v t x,k,ö) ist, die in der Folge anzuwendende Gleichung 

(11.) F(— v, x, Ar, er) = -j- JS r^ 1 - 1 «'»*^-!)^ _ 27rt?) a - ! . ' 

§. 3. 
Die im vorigen Paragraphen ausgeführte Transformation der Reihe 
F(v,x,k,o) liefert ein Mittel, ihre Summe, wenn a eine ganze Zahl ist, 
durch einen endlichen Ausdruck darzustellen. Es sei a = l: dann gehen die 
umgeformten Reihen (10.), (10.*), (11.) ifl geometrische Reihen Ober, bei 
denen der analytische Modul des Exponenten e~ 2nk < 1 ist. Die ausgeführte 
Summation giebt die Gleichungen 

(12.) F(v, x, k, 1) = 27g 1 _ g . 2y|(A+JCK , A> , 
(12.*) F(0,tf,*, 1) = —71+271 i _ e ^ nik+xY ^ ) = ^ fg-gp-^ctfxr-i) » 

(13.) *(-■,», A,l) -.fc-Jz^war, 

von denen mehrere besondre Fälle im 9ten "Capitel der „Introductio in Ana- 
lysin" Von Euler aufgestellt sind. Ist aber a eine andre ganze Zahl als die 
Einheit, so wird die rechte Seite der Gleichungen (10.) und (11.) der (a— l)te 
Differentialquotient der Reihe für (7=1 nach k } und zwar positiv oder ne- 
gativ genommen, je nachdem a ungerade oder gerade ist. Offenbar bedarf 
es hier nicht der Unterscheidung von v^>0 und r = 0, und man hat dem- 
nach unter der Einen Bedingung, dafs v<C.i sei: 



dl.) r te •. *, <■) - (-d-% *-£?""■" , 

g-JTKi-uKl+xf-l) 

^\ge^^% 

(1 5.) F(- r, x, A, a) = (-1)'" ' -§£ L^j 

Nun erhall man die Summenausdrücke für einige einfache Reihen, wenn man 
die Gleichungen (12.) und (13.), (14.) und (15.) durch Addition oder Sub- 
traction verbindet. Diejenigen, welche 0=1 entsprechen, sind die folgenden: 

J>j>,*,M)+F(-»,*,M) 



(16.) 



2 



-r-j — rr+ -2 , cos2rt7it>(— 7— | — rTT + T-rT i — T7"r) 

e -27rt/(H*K-l)-j-<r-2*(l-»0(*+*1'-l) 
580 n \ e -2nlk+xy-k) 5 




28. LipschitZß über eine Reihe aus vier Elementen. 321 

CA 7 -\ F(o> x, k 9 \) — F{—v, x,h,i) 

e -2nv (A+jc V-l) £-271(1 -f)(*+* y-i) 

=== ^ 1 e -2/i(A+x V-l) * 

von denen die erste für = mit der Gleichung (12.*) zusammenfällt und 
daher für jedes v<i\ gilt, die zweite aber nur für O<0<1 richtig ist. 
Sondert man hier das Reelle vom Imaginären, so ergeben sich die folgenden 
Gleichungen : 

(e 2 "^-")*— »-»"('-")*) cos 2 n v x-\- (e invl — er 7 "" 1 ) cos 2n (1 — v) x 

~~ n e 2 "*— 2cos2«jr+«-" tt » 

, 4n> .r . "S" n / n4-jr n — x \ 

(190 lF+7-+f/ os2 ^<F+fe^-- A'+O»-*)^ 

(e>"(i-»)*+ g-a>t(i-«)t) s j n 2« bjt -f (&">>* -f c -2»"* ) sin 2n (1— 1>) jf 

~~ " e 2 "*— 2cos2n*+e- 2 "* ' 

(20.) "Fsin2n?rp( "+; tt + . t ?r* u) 

jus! \* , f(«-fx) 1 ' « -f-(n — x)' 



(fQ-rt -f e-^(t-«)>) cos 2rc v x— (e lnv * -f r- 2 "»*) cos 2« (1 — e) x 
71 e 2 »*— 2cos2«x+e = * 3 ' 



9IS=» 



(21-) 2 sin 2» TT v (— *_ - -_ * — ) 

_ — (g^d-*)*— e- 2 Mi-^)sin2Wt;.r+(c^*— ir- 2 *"* ) sin 2* (1—tQ.r 

e %nk — 2 cos 2*t x -f c- 2 ** 

§. 4. 

Wir haben bisher das Element & der Reihe jF(0, #, k, o) positiv vor- 
ausgesetzt; es entsteht nun die Frage, wie sich dieselbe verhält, wenn k ab- 
nehmend in die Null übergeht. Aus der Definition, welche von den Potenzen 
der imaginären Ausdrücke gegeben isl, folgt, dafs der Term (Ä-föyM)*, 
wenn k abnehmend sich der Null nähert, entweder (ö 2 ;*"«* 7 " oder (0 2 )* a e~ l7W 
zur Grenze hat, je nachdem positiv oder negativ ist, und dieses Gesetz 
bestimmt die einzelnen Glieder unsrer Reihe. 

Um zuerst ihre Convergenz zu untersuchen, bezeichne man durch m 
die kleinste ganze Zahl, welche die Eigenschaft hat, dafs fflr n^m die 
Gröfsen (n-{-x) und (n — x) positiv sind, dann wird die Summe der Reihe 
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vom (//*-fl)ten Gliede ab die folgende 

' (22 ° iL v (H-*r + • <»-*)• J ' 

die durch Anwendung der Euierschen Integrale in dieses bestimmte Integral 
verwandelt wird 

Dasselbe ist dem Integral der Gleichung (2.) ähnlich gebildet, und besitzt auch 
denselben Character: der imaginäre Theil hat stets einen endlichen Werth, 
der reelle Theil ist endlich,- mit Ausnahme des Falls, dafs e 7nuY ' l = i und 
gleichzeitig a <^ 1 ist. Was aber die tn ersten Glieder der Reihe betrifft, 
so kann keines derselben unendlich werden, wenn x weder gleich Null noch 
gleich einer ganzen positiven oder negativen Zahl ist. Dagegen ist klar, dafs 
unter dieser Voraussetzung in Einem Gliede der Nenner gleich Null, folglich 
das Glied selbst unendlich grofs wird, wenn k die Grenze Null erreicht. Es 
unterscheidet sich also die Reihe F(v,x,0,o) in Bezug auf Convergenz nur 
dadurch von der Reihe F(v, x,k, a), dafs in der erstem x weder gleich Null, 
noch gleich einer ganzen Zahl sein darf. 

Es lafst sich ferner zeigen, dafs die Function F{V, x, k, a) beim ste- 
ligen Uebergange von einem positiven Werth von k zu dem Werth Ar s= 
sich gleichfalls stetig ändert. Dies folgt nicht aus der Stetigkeit der Glieder 
der Reibe, wohl aber aus dem Umstände, dafs ihre sämmtlichen Differential- 
quotienten, nach dem Element k genommen, unter denselben Bedingungen als 
die Reihe selbst endlich bleiben, wenn in denselben & = gesetzt wird.. 
Differentiirt man nämlich die Reihe F(v, x, k, a) nach k, so entsteht 

— — -q£ = — oif{v, x,k 9 cr-f-1), 

mithin eine Reihe, in der die Elemente v, #, k ungeändert bleiben, und nur 
für a der Werth cr-fl kommt. Die sämmtlichen Differentialquotienten der 
Reihe F(v,x,k,a) nach k genommen, sind also Reiben derselben Form, in' 
denen nur das vierte Element verschiedene, aber nothwendig positive Werthe 
hat. Hiedurch wird die aufgestellte Behauptung erwiesen. 

Um endlich zu beurtheilen, in wie weit die Umformung des §. 2. ihre 
Anwendbarkeit behält, wenn das Element k verschwindet, ist zu beachten, 
dafs dieselbe auf der Euierschen Formel 
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* yi-(*+Üb.+*) K-D« a o-l Sa 



{k+(±n+x)Y-i)< r{*)J 

beruht. Bekanntlich gilt dieselbe fOr ein gegen die Null abnehmendes k nur, 
wenn 0<Cl ist; der Werlh der linken Seite bestimmt sich nach der obigen 
Definition, während auf der rechten k = Q zu setzen ist. Daher ist jetzt die . 
Umformung nur unter der Bedingung gestaltet, dafs o<Cl ist; es ergeben sich 
ferner die Beschränkungen, dafs x weder Null noch eine ganze Zahl, und 
dafs für den reellen Tbeil der Reihe 0<Cr<Cl> für den imaginären 6<fl<l 
sei: dann aber gilt die Gleichung 

9 

(24.) *•(„, .. 0, „) - JgLj-Ljp,^- . 

Um aus derselben einige Folgerungen zu ziehen, werde vorausgesetzt, dafs 
0<r<l* 0<#<1 sei, dann läfst sich F^v, x,0, a) als die Summe von 
zwei Reihen von sehr einfacher Gestalt ansehn, und es ist 

«=o («+-r) ' n=i {n—s) 9 
(2ft) g o- a "^y- 1 *g* er*™**'- 1 

_ »»=» p-2jiwi/V-1 »=* „2*711- /-l 

(28.) ^-,,*,0,„> = ^-« i «j T __ + ^*.x L_^ 

. ' ~~ Äff) ^ («-^-« * 

Addirt man die .letzten beiden Gleichungen, so kommt 

and subtrahtrt man (26.) von (25.), so entsteht 

(28.) #-w-»? *■£" ^-«T *h" = 

2r{o)V-i\ .=o(«+") 1 - e c.(« -»)— » 

Die Sonderung des Reellen und Imaginären zeigt auf beiden Seiten 
des Gleichheitszeichens Reihen von derselben Form; führt man die Bezeich- 
nung ein 
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, N "^ cos2nnv • "Sr cos2nnv 

*<•,«, «r) = il _ F _ + i -__ r , 

m 

so stellen sich jene Gleichungen dar, wie folgt: 

(29.) wfaXtO) 

m 

(30.) <fa(v,x,ö) 
(31.) yj(p,a?,a) 

= 2aininar(<i) t C0S 2nM? y ' (*' V * * ~ ^ ~~ Sin 27lM? *» ^*' r * 1 "" ^ ' 

(32.) <p t (v,x,a) 
— 2co8i«crV( g) ^~ co8 . 2 * pa? y«(*« »> 1— ^) + sin2nexy 1 (x, r, 1— tf)}. 

Ans denselben erbellt , dafs die Reiben <p t (v, x, a) and tp t (v, x, a) lineare 
Functionen der Reiben <pi(x f v t l — o) nnd g> 4 (x, v,\ — a) sind, und ebenso 
die Reihen <p 2 (v,x,o) und <p*(v,x, a) von den Reihen ^(0*0,1—0) und 
<pz(x>vA—Q)- Uebrigens ist die Gleichung (32.) eine Folge der Glei- 
chung (29.) 9 und umgekehrt, und ebenso hängen die beiden Gleichungen (30.) 
und (31.) von einander ab. Setzt man z. B. in die Gleichung (29.) für v, 
x, o respective die Werthe x, v, 1 — a, so kommen auf der rechten Seite 
die Functionen <pi(v,x,o) und <p*(v>x,o), und die Elimination der Function 
(p t (v,x,o) aus dieser Gleichung und der ursprünglichen giebt die Gleichung (32.), 
indem man bemerkt, dafs nach bekannten Eigenschaften der J*- Functionen 

(2ft)° • (2n) x — . 

2cos±ncr(c)*2cos{\n(l—c))r(i — c) 

ist. Erhebt man die vier Gleichungen aufs Quadrat, und addirt die erste 
und vierte * die zweite nnd dritte, so erhält man Relationen, in denen die 
trigonometrischen Functionen cos2fttM? und ain2m?;r nicht mehr vorkommen, 
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(33.) <p\ {», x, a) -j- <pl (p, x, a) 
(34.) <pl(9,x,<j) + <pl(v,x,o) 

= WfSW {9,1(x,r ' 1 ~ a) +^ ci ' p,1 ~ <;)} - 

§.5. 
Wir haben bemerkt, dafs die Umformung der Reihe F(v,x,0,o), deren 
Resultat durch die Gleichung (24.) dargestellt wird, nur unter der Voraus- 
setzung ausgeführt Verden darf, dafs <r<Ci ist, während die Reihe selbst 
für jedes a coqvergirt. Nun verliert allerdings die rechte Seite der Glei- 
chung (24.) jede Bedeutung für a^>l, man kann indessen den Werth der 
Reihe F(v, x, 0, a) in dem Fall, dafs a eine ganze Zahl ist, in geschlossener 
Form angeben. Dies geschieht auf folgende Weise : Die Qteichungen (12.) 
und (13.) 

e -2flrv(ft+xy-i) 

F(v, x, k, 1) = 27E 1 _^ 2n(t+yt/ , A) , 

*(v,x,k,o) = (-«-j^ 5F=i * 

wo o eine ganze Zahl ist, welche gröfser als Eins, gelten f Ar jeden positiven 
Werth von k. Da nun oben gezeigt ist, dafs die Function F(v 9 x,k,a\ 
wenn x nicht gleich Null oder einer ganzen Zahl ist, während das Element k 
sich abnehmend der Null nähert und dieser gleich wird* endlich und stetig 
bleibt; da ferner von der rechten Seite der Gleichungen (12.) und (13.) 
dasselbe gilt, wie der Anblick derselben lehrt, so mOssen diese Gleichungen 
noch richtig sein, wenn in ihnen Ap = wird., So 'bat man 

(35.) F(«>,*,0,1) = Sh-j^-s—^, t 

e -7nv(k+xv-l) 

(36.) F(v,x, 0, o) = (-D- 1 ^- ^pzi -, 

wo in der zweiten Gleichung nach ausgeführter Differentiation Ar = zu 
setzen ist. 

Macht man in den Gleichungen (19.) und (20.) & = 0, was jetzt ohne 
Zweifel gestattet ist, so entsteht unter der Voraussetzung, dafs x weder Null 
noch eine ganze Zahl ist, 
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(37.) l + Tcos2«,.(-^-^) 
(38.) Tm2nnv(^ + ^) 



fr cos (1 — 2v)nx 
sinajr 

nsin(l — 2v)nx 



sin nx 

und man kann die zweitq dieser Gleichungen benutzen, um die Summen der 
Eul er sehen Reihen zu finden, von denen in der Einleitung gesprochen ist. 
Nimmt man an, dafs x ein positiver echter Bruch ist, dann läfst sich das 

11=300 / 1 1 \ 

allgemeine Glied der Reihe J£ sin 2imtH -^-r- — j ) = yj(x) nach steigen- 

den Potenzen von x entwickeln. Setzt man der Kürze wegen 2nv = u, 
und ordnet die Glieder der Reihe nach Potenzen von x; so nimmt sie diese 
Gestalt an 

/•oirt > / n *SZ? sinnt* , g."^? sxnnu 7 . ft n S°sinwu * • 

(39.) tp(x) = 22 i— + 2-2: --5-^ + 2^—7-^+... 

nsl n n=l n »=l n 

sin(rc — ü)x 

= n — -. — • 

smnx 

Es ist nun klar, dafs die sämrallichen Differentialquotienten der Function y(x) 
nach x, und die Function y(x) selbst, wenn man in denselben x = setzt, 
endliche Gröfsen bleiben; denn man hat 



V/(0) = 2^^, */((>) = 0, 

. £§. = «7-SJ5, y» ( o) = o, •«. s . w. ' 

und die Gonvergenz dieser Reihen ist oben bewiesen. Daher ist die Function 
y^r), während x abnimmt und Null wird, endlich und stetig; und da der 
Bruch n 3in ^~ u f x dieselbe Eigenschaft hat, so gilt die Gleichung 

• /n-v / n sin (ff — u)x 

(40.) y(x) = * ifct<wp l 

mit Einschlnfs des Wertbes x = 0. Hieraus ergiebt sich zunächst, indem 

man x sich der Null nähern läfst, da {Ter Sinus für ein unendlich kleines 

Argument gleich dem Bogen wird, 

sa4-\ , /an lim. sin (* — u)x 

(41.) V(0) = n — r — — = ** — u. 

v J rv / lira.sin/rjr 

Multiplicirt man die Gleichung (40.) mit s\nnx, und bildet den zweiten Diffe- 
rentialquotienten nach x, so kommt 

sinnx.y/'(x)-\-2nco97zx.y/(x) — ti 2 sin 7ix.ip(x) = — rt(*i-r uf sin (n — u)x 9 
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und dividirt man auf beiden Seiten durch sinnx, und läfst x gegen die Null 

abnehmen, so geht cos nx in die Einheit, sin tut in nx, -£-L-£ j n t//"(0) über, 

x 

und es entsteht 

(42.) (l+2)y/"(0) — ti>(0) = — (rc-ti)\ 

Auf gleiche Weise folgt aus dem vierten* Differentialquotienten der mit sxnnx 
multiplicirten Gleichung (40.) die Bestimmung von y iy {0) 

([430 (l+4)^ v (0)-(6 + 4)^v/' f (0) + ^V/(0) = {n-u)\ 
und man erkennt das Gesetz der Gleichungen, durch welche die Gröfsen tp(Q\ 
V"(0)< ^"(O)? * • • oder respective die Summen der Reihen 



sin nn "rü* sin n u "rf sin n u 



n=l W »=1 W n=sl w 

successive erhalten werden. Als Werthe derselben resultiren die ganzen 
algebraischen Functionen von u, welche Euler angegeben hat; und die Sum- 



• 



men der Reihen JE ^rl— , wo fi eine ganze Zahl bedeutet, entstehn durch 

n=i H M 

n:=fl0 sin n u 
Differentiation der Ausdrücke für die Reihen 2 , ^, nach der Veränder- 
nd + 1 



liehen ii. 

Anmerkung. Es ist in §.4 bemerkt worden, dafs die Summe der 
Reihe, wenn x gleich Null oder einer ganzen Zahl ist, durch Abnehmen des 
Elements k bis zur Null unendlich grofs wird, weil ein Glied derselben dann 
Ober jede Grenze wächst. Sei h, eine positive ganze Zahl, gleich x, so ent- 

JlhnvV-l e — 2hnvV-l 

hält das Glied ,, . , , Jv „ A tz — im Allgemeinen sowohl eine reelle als 

eine imaginäre unendliche Grofse, wenn k sich der Null nähert. Hat jedoch 
v einen solchen Werth, dafs entweder cos2A^ir oder s\n2hnv gleich Null 

e —7hnvV-l 

ist, so giebk — j- — respective etwas nur imaginäres, oder nur reelles un- 
endlich Grofses, so dafs im ersten Falle der reelle, im zweiten der imaginäre 
Theil der Reihe endlich bleibt. Es läfst sich nun beweisen, dafs dieser end- 
liche Tbeil der Reihe stets die Summe Null bat. Man hat 

"==Ä e 1nnvV-l 0-\noV-l /•*g-Äa e — (2Ä fl)a+2(M-l)7ivV-l 

und fügt man hiezu die Summe aller Glieder der Reihe vom (A-J-2)len ab, 

42» 
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die oben durch ein bestimmtes Integral ausgedrückt ist, so wird die ganze 



Reihe mit Ausschlufs des Terms 



nach einer leichten Rednction gleich 



dem Integral 






w 

Ist jetzt cos2Ä7«? = 0, so verschwindet der reelle Theil des Integrals, des Ans- 

e -J2h7tW-l 



drucks 



TF 



-, folglich auch der Reihe F(v,h,0>o); ist aber sin2*7ir = 0, 



so wird der imaginfire Theil des Integrals, des Ausdrucks — tj — , und daher 
auch der Reibe F(v,h,0,o) gleich Null, wie behauptet wurde. 
Elbing, im Juli 1856. 
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29. 

Über confokale Kegelschnitte 

(Von Herrn S. Cohn.) 



Jaeobi hat zuerst auf die Wichtigkeit der confokalen Kurven und 
Flächen zweiten Grades aufmerksam gemacht und in einem im 12ten Bande 
dieses Journals enthaltenen Briefe an Steiner eine neue aus den Eigenschaften 
jener Gebilde hergeleitete Erzeugungsweise der Kegelschnitte und Flächen 
zweiten Grades mitgetheilt. Das wichtigste Ergebnifs derselben ist diejenige 
Entstebungsweise der Flächen zweiten Grades, welche der Erzeugung der 
Kegelschnitte von den Brennpunkten aus entspricht Nachdem ich die dort 
angegebene Methode weiter verfolgt hatte, bin ich zu einigen neuen Sätzen 
über die Kurven und Flächen gelangt, die ich im Folgenden mittbeile. 



Man versteht unter confokalen Kegelschnitten solche, welche gleiche 
Excentricittt •) haben. Es sei 

a ■ b : 

die Gleichung einer auf ihre rechtwinkligen Achsen bezogenen Kurve zweiten 
Grades, wo A und B die Quadrate der beiden Halbachsen bezeichnen und 
A>B sei. Dann wird bekanntlich A — B das Quadrat der halben Excentri- 
citftt, und es folgt, dafs 

die Gleichung einer mit der ersten confokalen Kurve sein wird, k kann alle 
Werlbe von -f °° bis — A annehmen, also zerfällt, wie bekannt, das ganze 
System Kegelschnitte, welche zwei feste Punkte zu Brennpunkten haben, in 
ein «System von Ellipsen und ein System Hyperbeln. Parabeln kommen in 
ihnen nicht vor; wenn einer der Brennpunkte im Unendlichen liegt, wird das 
ganze System confokaler Kurven aus zwei Systemen Parabeln bestehen, von 
denen das eine seinen unendlich entfernten Punkt nach rechts, das andere 



T «TT = l 



*) Bxcentricitit bezeichnet hier immer die Entfernung der beiden Brennpunkte. 
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nach links bat. Es ist bekannt, dafs durch jeden Punkt u der Kurve 

A t ß — *» 

r 

welche eine Ellipse sein möge, eine confokale Hyperbel 

"*' I y % _ i 

geht, welche sie rechtwinklig schneidet. Ist a ein Endpunkt der grofsen Acbse 
der Ellipse, b der Scheitel der Hyperbel auf derselben Seite vom Hittelpunkte, 
f der gemeinschaftliche Brennpunkt auf derselben Seile der Achse, so ist 

ab = tu. 

Zieht man einen Halbmesser der Ellipse, parallel der Tangente im Punkte u, 
so ist derselbe gleich y^. 

Sind f und f x die beiden Brennpunkte, so ist fu.fiti = (i. Da die 
Coordinaten x x und y x des Punktes ti zwei Gleichungen genügen müssen, so 
erhält man für dieselben die Ausdrücke: 



und setzt man 

x x = }/^cos^, y x = j/ßsiny, 



so wird 



cosy = y^-t, sm 9 = y|-§. 



Allgemein läfst sich nun jeder Punkt in der Ebene eines Kegelschnittes 
als Durchschnittspunkt zweier confokaler Kegelschnitte betrachten; sind x und 
y die rechtwinkligen Coordinaten eines Punktes p, so wird: 

wenn -4-f*> ^4" * die Quadrate der beiden Halbachsen der durch p gehen- 
den Ellipse, A — fi 9 B — fi die Quadrate der Halbachsen der zugehörigen 
Hyperbel sind. Man kann aber leicht die Tangenten an diese beiden Kurven 
im Punkte p legen, denn man hat nur p mit f und /i zu verbinden, und die 
beiden Halbirungslinien des Winkels fpf x zu ziehen. Sind pi und pi x die 
Tangenten vom Punkte p an irgend einen andern confokalen Kegelschnitt, so 
ist bekanntlich Winkel ipf^inpfc folglich findet man jene beiden Tangenten 
im Punkte p auch in der Weise, dafs man die beiden Halbirungslinien des 
Winkels ipi x zieht. Daraus folgt aber, dafs wenn man von einem Punkte p 
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an zwei beliebige confokale Kegelschnitte Tangenten zieht, diese unter sich 
gleiche Winkel bilden. 

Wenn in der Ebene eines Kegelschnittes eine beliebige Gerade g 
gegeben ist, so kann dieselbe als Tangente 'an einen mit dem gegebenen 
confokalen Kegelschnitt betrachtet werden. Nach einem bekannten Satze liegen 
die Pole' derselben Geraden g in Bezof auf alle Kegelschnitte, die zwei feste 
Punkte zu Brennpunkten haben, auf einer ?u g senkrechten geraden Linie. 
Bestimmt man also den Pol p zu g in Bezug auf den gegebenen Kegelschnitt 
und fällt von p ein Perpendikel auf g, so ist der Fufspunkt desselben der 
Berührungspunkt von g mit einem zum gegebenen confokalen Kegelschnitte. 

Irgend zwei confokale Kurven derselben Art (e) und (e x ) werden von 
eiqer dritten (h) der andern Art geschnitten. Es sei u ein Durchschnittspunkt 
der Kurven (A) und (e), u! derjenige Durchschnitt von (A) mit (i x ), welcher 
mit u in demselben Quadranten liegt, so werden u und u' conjugirte Punkte 
genannt Wenn nun t/ 19 u[ zwei andere conjugirte Punkte auf den Kurven (e) 
und (€ x ) sind, so ist nach einer unter dem Namen des Ivorg'schen Theorems 
(fingst bekannten Eigenschaft der confokalen Kegelschnitte: 



Wir nahmen oben an, dafs im allgemeinen Ausdruck einer confokalen 
Kurve: 

4- 7 * ■ 



l alle Wertbe von -\-<x> b\ß — A durchlaufen könne; so lange J?-j-A>0 
bezeichnet jene Gleichung eine Ellipse, wenn Ä-J-iL <1 0. eine Hyperbel. 
Ä-|-* = ist die Grenze zwischen beiden Folien, die Kurve wird zur 
geraden Linie, indem sie mit der grofsen Achse zusammenfällt. Wenn daher 
die Kurve (A) den Kegelschnitt (e) im Punkte u, aber die grofse Achse im 
Punkte u schneidet, so sind auch u und u {) als conjugirte Punkte zu be- 
trachten. Wird (e) von einer andern confokalen Kurve (A x ) in v, die grofse 
Achse in v» geschnitten, so sind auch v und v conjugirte Punkte und daher 

Aus dieser Eigenschaft leitet Jacobi seine Erzeugungsweise der Kegelschnitte 
her. Es sei nämlich t ein beliebiger anderer Punkt' der Kurve (0), so wird 
dieser seinen conjugirlen j auf der grofsen Achse haben, und daher 

1**0 = V Q i, vi () = vj, 
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oder sammtliche Punkte t der grofsen Achse habet) von den beiden Punkten u 
und v respective dieselben Entfernungen, wie ihre conjugirten von den beiden 
Punkten ti„ und v . # 

Wir haben also folgendes Theorem: 
Bestimmt man zu jedem Punkte p einer geraden Linie einen andern p f , 
weicher von zwei festen Punkten A\ B f respective dieselben Ent- 
fernungen hat, als der Punkt p von zwei andern festen Punkten A, 
B, so ist der Ort von p', während p die gerade fänie durchläuft, 
ein Kegelschnitt. 

Der einfachste Fall ist derjenige, in welchem die Punkte A und B in 
der gegebenen geraden Linie liegen, dann werden offenbar die Punkte A', B f 
die Brennpunkte des so entstandenen Kegelschnittes, und die Länge AB 
seine grofse Achse. 

Es wird nach dem Vorhergehenden verständlich sein, wenn ich sage, 
jeder Geraden g in Bezug auf zwei feste Punkte A, B genommen entspricht 
ein Kegelschnitt (G) in Bezug auf zwei andere feste Punkte A f , B 1 . 

Vorausgesetzt, dafs die festen Punkte A, B, Ä, B' dieselben bleiben 
entspricht jeder Geraden g ein besonderer Kegelschnitt (ff); allen tnögtichen 
Geraden g entsprechen Kegelschnitte, welche sämmtlich eine gemeinschaft- 
liche Achse haben und ein und denselben Kegelschnitt (C) umhüllen. 
Die Kurve (C) ist diejenige, welche der Geraden, in welcher die Punkte A, 
B liegen, entspricht* 

Umgekehrt entspricht jeder Geraden g x in Bezug ayf die beiden festen 
Puqfcte A, B' genommen, ein Kegelschnitt (G t ) in Bezug auf die festen 
Punkte A, B. Sammtliche Kegelschnitte (G x ) habtn #ne gemeinsame Achse 
und umhüllen den Kegelschnitt C x , welcher derjenigen Geraden entspricht, 
in welcher die Punkte Ä f B f liegen. 

Schneidet die Gerade g x die Kurve C In zwei Punkten i .und 9, so 
ist die Excenlridtdt der Kurve (G t ) gleich 4$r Sehne ii'. 

Es sei rs die Sehne eines Kegelschnittes , dessen Brennpunkte f und 
/i heifsen, so ist 

fr±rf t = ±(fs±sf t ) 

fr + sf = ±(sf x + rfi)i 

d. h. man kann einen Kegelschnitt zeichnen, welcher r und s zu Brennpunk- 
ten hat, und durch die Punkte f und f geht. Die Tangenten dieser Kurve 
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in f und f x Mbiren die Winkel rfs und rf t s, folglich fällt ihr Durchschnitts- 
pankt mit dem Pol von rs zusammen. 

2. 

Wenn man zu allen Punkten i eines Kegelschnittes (£) ihre ent- 
sprechenden t' sacht, so dafs t' von zwei festen Punkten A!, B' respective 
dieselben Entfernungen habe, als i von zwei andern festen Punkten A, B, 
so entspricht der Kurve (E) eine Kurve 4ten Grades; und allgemein , wenn 
t eine Kurve nten Grades durchlauft, liegen die Punkte t r auf einer Kurve 
2nten Grades. In einem bestimmten Falle aber entspricht dem Kegelschnitt (E) 
wieder eine Kurve zweiten Grades (£')? indem die Kurve 4ten Grades in 
zwei gleiche Kegelschnitte zerfällt; und zwar tritt dieser Fall ein, wenn der 
Kegelschnitt (E) die Kurve (C L ) des vorigen Abschnitts doppelt berührt. 

Nach dem Ivoryschen Theorem werden, wenn K und K 9 zwei con- 
fokale Kegelschnitte derselben Art bezeichnen, und m y n zwei Punkte des 
ersten, wl , ri ihre conjugirten auf dem zweiten sind, die Entfernungen 

mn' = nrri. 

Ist p ein anderer Punkt der Kurve K, p f sein conjugirter auf K', so ist 
mp' — prri, np' = pri. Sucht man nun alle diejenigen Punkte i f , welche von 
den Punkten m und n respective dieselben Entfernungen haben, wie die 
Punkte t von m', ri, so beschreibt der Punkt i', während der Punkt t die 
Kurve K durchlauft, die Kurve K\ welche zu K confokal ist. Denkt man 
sich also einen Kegelschnitt (B) , welcher die Punkte tri, n f zu Brennpunkten 
hat , zur grofsen Achse aber die Länge mit , so mfifste derselbe nach dem 
vorhergehenden Satze die Kurve K doppelt berühren. Dies will ich nun 
direct beweisen. 

Irgend eine gerade Linie schneid et den Kegelschnitt K in den Punk- 
ten m, n, die confokale Kurve K' in den Punkten /i, v. Es seien tri, n f 
die conjugirten Punkte zu m, n auf K', p\ v' die conjugirten Punkte zu t u, 
v auf K. Bestimmt man nun den Ort aller derjenigen Punkte, welche von 
tri, n r respective dieselben Entfernungen haben, wie die Punkte q der geraden 
Linie mn von den Punkten m und n, so ist nach dem Vorhergehenden dieser 
Ort ein Kegelschnitt B, welcher die Punkte tri, ri zu Brennpunkten hat und 
dessen grofse Achse gleich mn wird. Jeder gemeinschaftliche Durchschnitts- 
punkt i der Kurven B und K cafs einon entsprechenden t\ auf der geraden 
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Linie mn haben. Es sei •' der conjugirte Punkt su t auf der Kurve K', so 
ist nach dem Iroiyschen Theorem 

m'i = tni' = m^ , n' i ■=?■ ni' = nt t , 

und daher 

w^ ± nix s= »••' ± nf a«s mit, 

d. h. die Punkte i t und i' müssen zusammenfallen und jedem Durchschnitts- 
punkte der Kurven B und K entspricht ein Durchschnitt der geraden Linie mn 
mit dem Kegelschnitt K f ; woraus folgt , dafs die Kurven B und K einen 
doppelten Contakt haben und die Berührungspunkte die Punkte fi\ v' sind. 
W. z. b. w. 

Die Tangenten in tn f und ri, fi f und r' gehen durch denselben Punkt, 
wie das Folgende zeigen wird. 

Die beiden Kegelschnitte K und B sollen einen doppellen Contakt 
haben, und P der Pol ihrer gemeinsamen BerOhrungssehne n sein; so fallen 
nach einem bekannten Satze die Pole jeder durch den Punkt P gehenden 
Geraden g in Bezug auf die beiden Kegelschnitte genommen in einem Punkte y 
der Sehne n zusammen. Fällt man von diesem Punkte y ein Perpendikel 
auf die Gerade g, so ist der Fufspunkt desselben der Berührungspunkt der 
Geraden g mit einem zu HC confokalen Kegelschnitte, und einem andern, der 
zu B confokal ist Bezeichnen . <p x und <p 2 die Brennpunkte der Kurve B, 
und sind s und / die Berührungspunkte von B und HC, so sind die Winkel 
(pisP und <p 2 tP einander gleich, also werden die geraden Linien Ptp x und 
P(p 2 Tangenten an ein und denselben zu K confokalen Kegelschnitt. Man 
bestimme zur geraden Linie Pq> x den gemeinsamen Pol A für beide Kurven -ff 
und B, so ist der Fufspunkt eines von h auf die Gerade P<p x gefällten Per- 
pendikels offenbar q> x selber und es folgt, dafs die Gerade P<p t im Punkte <p t 
einen zu HC confokalen Kegelschnitt berührt. Wir haben daher folgenden Satz: 

Wenn zwei Kegelschnitte K und B einen doppelten Contakt haoen, 
so liegen die Brennpunkte des einen auf einer zur andern eonfokalen 
Kurve et vice versa. 

Man kann diesen Satz auch so aussprechen: 

„Wenn zwei Kurven zweiten Grades einen doppelten Contakt haben, 
so lassen sich um die Berührungspun kte als Brennpunkte und die Brennpunkte 
der einen von beiden Kurven zwei Kegelschnitte zeichnen, die sich in den 
Brennpunkten der andern doppell berühren." 
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Es folgt sogleich aus diesem Satze, da/s die Berührungssehnen 
sämmtlicher Kegelschnitte, die einen gemeinsamen Brennpunkt haben, und 
einen gegebenen Kegelschnitt doppelt berühren, durch zwei gemeinsame 
Punkte gehen.*) Diese beiden gemeinsamen Punkte sind die Pole derjenigen 
Linien, welche durch den gemeinschaftlichen Brennpunkt gehen, und die durch 
ihn gehenden mit dem gegebenen confokalen Kegelschnitte berühren. 

Dieser Satz ergiebt eine leichte Construction der reciproken Polare 
eines Kegelschnittes in Bezug auf einen beliebigen Kreis genommen. Es sei 
K der Kegelschnitt, 9 der Hittelpunkt des Kreises A. Durch 9 geben zwei 
zu K confokale Kegelschnitte; man ziehe die beiden Tangenten, welche sie 
in 9 berühren, und bestimme zu diesen die Pole n x und n 2 in Bezug auf den 
Kegelschnitt K. Die Polaren von n t und n^ in Bezug auf den Kreis A ge- 
nommen sind die rechtwinkligen Axen der reciproken Polare. Es seien ferner 
'19 l'n ^29 4t die von den Punkten n t und n* an die Kurve K gezogenen 
Tangenten, so sind die Pole dieser vier Linien in Bezug auf den Kreis A 
genommen die Scheitel der zu construirenden reciproken Polare. Man siebt 
sogleich, dafs, wenn der Punkt tp innerhalb der Kurve K liegt, die reciproke 
Polare von K eine Ellipse wird, wenn <p aufserhalb liegt, eine Hyperbel, 
und wenn <p auf der Kurve sich befindet, eine Parabel wird. Es sei die 
Gleichung des Kegelschnittes 

q der Radius des Kreises, und die Goordinaten des Punktes 9 seien 

** — V a-b ' yi — r b-j ' 

so ist die Excentricitflt der reciproken Polare des Kegelschnittes K in Bezug 
auf den Kreis A 

jL-l/A.B.^-M 

die beiden Halbachsen werden 

£V? - W 

Es sei eine Gerade G und ein Kegelschnitt K gegeben; irgend ein 
zu K confokaler Kegelschnitt K f schneide die Gerade G in zwei Punkten i 



*) Ein Büschel Berfihrungssehnen geht durch den einen Punkt, ein zweiter durch 
den andern. 

43* 
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und t ly so können nach dem Vorhergehenden t and i t als Brennpunkte eines 
Kegelschnittes betrachtet werden, welcher die Kurve K doppelt berührt Der 
Pol P dieser Beröhrungssehne fällt mit dem Pol der Geraden G in Bezug auf 
die Kurve K r genommen zusammen. Die Berührungssehne, welche die Ge- 
rade G in y schneiden möge, ist die Polare zu P in Bezug auf die Kurve K. 
Welches auch die Kurve K* sei, so liegen die Punkte P in einer Geraden g, 
welche auf G senkrecht steht; folglich mössen alle Berührungssehnen durch 
denselben Punkt, d. i. den Pol der Geraden g in Bezug auf den Kegelschnitt K 
genommen gehen. Da aber die Pole der Geraden g für alle möglichen con- 
fokalen Kegelschnitte in der Geraden G liegen, so müssen alle jene Berüh- 
rungssehnen durch den Punkt y gehen. Wir haben hieraus folgenden Satz: 

Die Berührungssehnen aller möglichen Kegelschnitte, welche einen 
gegebenen doppelt berühren und deren Brennpunkte in derselben Geraden 
liegen, gehen durch ein und denselben Punkt dieser Geraden. 

Der gemeinsame Punkt ist dadurch bestimmt, dafs seine Polare in Be- 
zug auf den gegebenen Kegelschnitt durch den Pol der gegebenen Geraden 
geht und senkrecht auf dieser sieht.. 

Nehmen wir einen beliebigen Kegelschnitt K an und denken uns durch 
einen Punkt a auf demselben die zu ihm confokale Kurve H, welche ihn 
senkrecht schneidet, gelegt Die Normale an K im Punkte a ist gleichzeitig 
Tangente an H im Punkte a. Man darf annehmen, dafs diese Normale die 
Kurve H in einem a unendlich nahen Punkte ä nochmals schneidet, welcher 
auf einem zu K unendlich nahe gelegenen confokalen Kegelschnitte derselben 
Art K' liegt. Die Normale ad schneidet die Kurve K nochmals in b, K 9 
in V. Bestimmt man zu a und b die conjugirten Punkte auf K 9 , zu a!, b' 
die conjugirten auf K, so werden nach dem im Vorhergebenden Bewiesenen 
die Tangenten in diesen vier neuen Punkten einen gemeinschaftlichen Durch- 
schnittspunkt haben. Offenbar ist aber in unserm Falle der conjugirte Punkt 
zu a, et; zu d, a; zu V, b; also wird jener gemeinschaftliche Durchschnitts- 
punkt der vier Tangenten mit dem Pol der Linie ab, in Bezug auf den Kegel- 
schnitt K genommen, zusammenfallen. Da aber die Tangenten in a und a! 
zwei anendlich nahe Normalen der Kurve JJsind, so haben wir folgenden Satz: 

hegt man an einen beliebigen Punkt a eines Kegelschnittes K die 
Tangente und bestimmt zu dieser den Pol in Bezug auf den zu K con- 
fokalen Kegelschnitt, welcher die Kurte K im Punkte a senkrecht 
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schneidet, so ist dieser Pol der Krümmungsmitlelpunkt des Bogenelemen- 
tes a für die Kurve K. 

Wenn a und a, zwei Punkte auf einem Kegelschnitte -4, a! und a\ 
ihre conjugirten auf einem zu A confokalen Kegelschnitte Ä bezeichnen, so 
ist nach dem Ivorgschen Theorem ad l = a L af. Ist nun ad x Normale an die 
Kurve A\ so wird aa[ ein Maximum oder Minimum unter den von a an 
die Punkte der Kurve Ä gezogenen Linien, folglich ist auch a t a' ein solches 
Maximum oder Minimum unter den vom Punkte a 9 an die Kurve A gezogenen 
Linien. Wir haben daher den folgenden Satz: 

„Bezeichnen e, e L , e?, e 3 die Fufspunkte der von einem Punkte p an 
einen Kegelschnitt A gezogenen Normalen, e\ #J, ej, «J die conjugirten 
Punkte auf dem (Jarch den Punkt p gehenden mit A confokalen Kegelschnitte 
derselben Art AI, und n den conjugirten Punkt zu p auf A, so sind e f , e[, e' 2 , 
e\ die Fufspunkte der vom Punkte n an die Kurve Ä gezogenen Normalen." 

Ist «o ein Punkt der grofsen Achse eines Kegelschnittes, t sein con- 
jugirter auf der Kurve, so fälle man von i ein Perpendikel auf die Achse 
und nenne den Fufspunkt desselben t<i; man bestimme zu i[, wieder seinen 
conjugirten Punkt t' auf der Kurve, so ist t'f„ Normale vom Punkte i„ an 
den gegebenen Kegelschnitt. 

Ich füge noch einen Satz hinzu, der aus dem bisher Behandelten sich 
von selbst ergiebt: 

„Legt man durch einen Kegelschnitt eine beliebige Sehne ab, wo a und 
b Punkte der Kurve sind, und zieht durch a eine zweite Linie, welche mit der 
Tangente in diesem Punkte denselben Winkel bildet als ab; und durch b 
eine zweite Linie, welche mit der Tangente in diesem Punkte denselben 
Winkel bildet, als ab, so schneiden sich die eben construirten neuen Linien 
in einem Punkte p: die durch p gehende mit dem gegebenen Kegelschnitte 
confokale Kurve derselben Art wird von der Linie ab senkrecht geschnitten." 

3. 

Im Folgenden soll noch eine Eigenschaft confokaler Kegelschnitte an- 
gegeben werden, die mir einiges Interesse zu haben acheint, weil auf dieselbe 
bisher noch nirgends aufmerksam gemacht worden ist. 

Wenn man durch einen Punkt p alle möglichen Transversalen 
zieht, welche einen gegebenen Kegelschnitt respeclive in den Punkten a, a t , 
b, b iy c, c k , ... schneiden, und man bestimmt zu diesen Punkten ihre 
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conjugirUn at, et lf V, b[, d, c[, ... auf einer zur gegebenen confokalen 
Kurve derselben Art, so gehen die geraden Linien a!a\, Vb\, <fc u 
wieder durch ein und denselben Punkt n; es ist ferner 

pa not pb nV pc ntf 

pa t naf % * pb L nV t * pe t wf % ' 
und 

pa.pa t — 7ia\na[ i = pb.pb i — nb\nb[ = pe.pc x — nd.nd x = .... 

Zum Beweise nehmen wir an, dafs die Quadrate der Halbachsen des 
gegebenen Kegelschnittes A\X, B-\-X seien, dieselben Gröfsen fDr die con- 
fokale Kurve A-\-X\ B-\-X f , so lassen sich die Coordinaten der Punkte 



so darstellen 


a,a x ; b,b 
d><k Vb\ 


LI c 9 c l J • • • 


• 


-\/A-{-X.cosa, 
jA-{-X f .co8a, 


yfl-fA.sina, 
^B-\-X'.8ina, 


y'A-^X.cosa^ 
j/A^X'.cosa^ 



yA + X.cosßii 

yjt+iUosA, 




f/Ä^X.eosß, 
yA+X*.co$ß, 


jB+X.smß, 
JB+X'.sinß, 

yB-j-Jt.siny, 
yB+X'.slny, 

etc. 


yB+X.sinßr, 
yB-\-k'.s\nß t ; 


^A^l.cosy, 
yA-^X'.coty, 


yA-\-X.co8y t ) 
j^-fA'.cos^, 
etc. 


yß -{■}.. sin fr; 
yfl+A'.siny,; 



Die Gleichungen der Geraden aa n M n cc 19 werden: 

etc. 

Aus diesen Gleichungen sieht man, dafs die Bedingung, damit sich diese 
Linien in einem Punkte schneiden, nur von den Winkeln a, a 19 ß,ß x , Y>?\*\* 
abhängt; da diese für die conjugirten Punkte dieselben bleiben, so müssen auch 
die Linien aV M b'b[, <fe[... einen gemeinschaftlichen Durchschnitt haben. Die 

Coordinaten des Punktes p sind von der Form yA-^X.p^ ^fl-fi.^, wo p x 
und q x blofse Funktionen jener Winkel sind; daher werden die Coordinaten 
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des Punktes n von der Form 

(Man könnte anf diese Weise jedem Punkte p in Bezug auf einen Kegel- 
schnitt (A-\-X, B-\-X) immer einen andern n in Bezug auf einen confokalen 
{A\M, B\V) entsprechen lassen; liegen die -Punkte p auf einer Kurve 
nten Grades, so liegen die Punkte n wieder auf einer Kurve fiten Grades.) 

Das Verhältüfs 



JA+X p % —cota /J+A q x — sina 

F A+X Vi - CMa i 1 B-\-Xq i —s\na i 



ist also unabhfiogig von A-\-l und B^-X und daher gleich — r - 

Ziehen wir durch den Punkt /*, dessen Coordinaten |, 17 heifsen, irgend 
eine Transversale 

ar — I = rcoscp 

y — 17 ==s rsÜKjp, 

so ist bekanntlich das Product der beiden Abschnitte der Transversale, von p bis 
zu den Durchschnittspunkten derselben mit der gegebenen Kurve {A-\-l,B-\-l) 
gerechnet, 



r t r* 



iLj- 1 1 _i 



weil 



cos'y ! rin'y cos'y . sin'y * 



£ = yji + A.pt 17 = JB+X.q t . 

Haben die Durchschnittspunkte der Transversale mit der Kurve die 
Coordinaten \/A-\-X.cosa, \fB-\-X.s\na, yA-\-X.cosa lt > jfB^X.sma^ so wird: 

2 (A-Y A).(cogtt — cosa,)' 

008 9 ~ (^+A).(cos«— cosaJ^^+A)^«— jiua t / 



daher 



. 2 (B+ X). (sing— sin a t )* 

8111 V — (^+*).(oos«— cosa^'+CB+AJfsin«— sina,)«^ 



pa . p üx ^r x r 2 ^ 4 v ^_ a ) {(^+ A) (cosa— cosa^-f (0+1) (sina - sincO 2 }. 
Für nd.nd v erhalten wir demnach einen gans Ähnlichen Ausdruck 
j£l+^=i^. [( A+X') . (cos a - cos «tf+ (B+10 (sina -sina,) 2 }, 
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und es folgt: 

pc.pa x -na:.nQ\ = (j,J-|-$_l)(i_i'), 

welcher Wertb unabhängig von der Richtung der Transversale ist, w. z. b. w. 
Wenn die Seiten eines Dreieckes f, g, h sind, und man balbirt den 
Winkel, welchen die Seiten f und g mit einander bilden und nennt die Länge 
der Halbirungslinie von jener Winkelspitze bis zur gegenüberliegenden Dreiecks- 
seite h gerechnet r, so ist 

r , = (f±9)LrJl.fy 9 

(f±9) % 1S * 
oder, wenn man die beiden Stocke, in welche h getheilt wird mit q> und y 
bezeichnet, 

•* = fy — w- 

Construiren wir Ober der im Vorhergehenden betrachteten Linie a 9 af t 
ein Dreieck mit den Seiten ap und a x p 9 so trifft die Halbirungslinie des Winkels, 

welcher der Seite <£d Y gegenüber liegt, dieselbe im Punkte n, weil — = 2y 

Das Quadrat der Länge dieser Halbirungslinie ist aber ap.a x p — dn.a[n gleich 
einer Constanlen. Wenn wir also auch Ober der Linie b'b[ ein Dreieck mit 
den Seiten bp und b t p construiren, über c'c[ ein Dreieck mit den Seiten cp, 
c v p u. s. f., so liegen die Spitzen dieser Dreiecke auf einem Kreise, dessen 
Hittelpunkt n ist. 

Mit Hülfe dieses Satzes können wir die Aufgabe lösen, um zwei ge- 
gebene Dreiecke ABC und A'B'C zwei Kegelschnitte zu beschreiben, welche 
gleiche Excentricität haben. 

Man wähle auf BC einen beliebigen Punkt p und theile B'C durch 

den Punkt n in dem Verhältnisse -j£- Ueber B'C construire man ein Drei- 

Lp 

eck, dessen Seiten gleich Bp und Cp, und verbinde die Spitze o desselben 
mit dem Punkte n. Dann beschreibe man mit no einen Kreis um n als 
Mittelpunkt und bestimme auf demselben einen Punkt i, so dafs iA' = pA 
wird. Man verbinde t mit n, und ziehe durch i eine zweite Linie, welche mit 
in denselben Winkel bildet, als A'i, so trifft diese neue Linie die Gerade A'n 
in einem Punkte D' 3 welcher auf dem gesuchten Kegelschnitte, der durch die 
Punkte A', B\ C geht, liegt. Da p ganz willkürlich gewählt war, so sieht 
man, wie man auf diese Weise beliebig viele Punkte des dem Dreieck A'B'C 
umschriebenen Kegelschnittes gewinnen kann. Wie man die andere Kurve, 
welche dem Dreieck ABC umschrieben ist, zu construiren habe, ist von 
selbst einleuchtend. 
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Ich will noch bemerken, dafe wenn 4 Punkte eines Kegelschnittes auf 
einem Kreise liegen, oder wenn die Normalen in 4 Punkten eines Kegelschnit- 
tes durch denselben Punkt geben, dieselbe Eigenschaft anch ihren conjogirten 
Punkten auf einer zur gegebenen confokalen Kurve derselben Art zukömmt. 
Da nämlich, wenn die Coordinaten der Punkte eines Kegelschnittes durch 
die Achsen desselben und einen Winkel ausgedrückt werden, der letztere für 
die coojugirten Punkte unverändert bleibt, so erhellt das Obige aus den be- 
kannten Bedingungen, dafs vier Punkte eines Kegelschnittes auf einem Kreise 
liegen : 

9>i-{ 9>2-f 93 + 9* = 2nn, 

oder dafs die Normalen in 4 Punkten einen gemeinschaftlichen Durchschnitt 
haben : 

9>i-{-y2 + 9>3+V4 = (2n +!)«.- 

4L. 
Wenn man für einen gegebenen Punkt in Bezug auf das doppelte 
System Kegelschnitte, welche zwei feste Punkte' zu Brennpunkten haben, die 
Polaren bestimmt, so umhüllen dieselben eine Parabel; in der That: 

Es seien u, v die rechtwinkligen Coordinaten des gegebenen Punktes, 
so wird die Polare desselben in Bezug auf irgend einen der confokalen Kegel- 
schnitte (A + l,B+X) 

ux t vy | 

differentiirt man die Gleichung nach A, so erhält man 
und durch Subtraction beider Gleichungen wird 

daher die Gleichung der Umhüllungskurve sämmtlicber Polaren 

jux^j— vy = }fA — B, 
oder 

(ux — vy — (-4 — Ä))*-f 4uxvy = 0. 

Dieselbe Kurve erhält man natürlich, wenn man durch den gegebenen 
Punkt alle möglichen Transversalen zieht, zu diesen die Pole, in Bezug auf 
irgend einen der Kegelschnitte (A-\-X,B-\-X) bestimmt, und auf jede von 
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ihrem zugehörigen Pol ein Perpendikel fällt; alle diese Perpendikel umhüllen 
jene Parabel. 

Bekanntlich geht durch die Fufspunkte der von einem Punkte (v, v) 
an einen Kegelschnitt (A-\~k,B-{-l) gezogenen Normalen eine gleichseitige 
Hyperbel, welche gleichzeitig durch den Mittelpunkt der gegebenen Kurve und 
den Punkt (u, v) geht. Chasles hat im dritten Bande des LiouvUleschen 
Journals die Bemerkung gemacht, dafs die reoiproke Polare jener gleichseiti- 
gen Hyperbel in Bezug auf den gegebenen Kegelschnitt genommen eine 
Parabel sei, deren 4 gemeinschaftliche Tangenten mit der Kurve (A-\-l, B-\-l), 
diese in den Fufspunkten der 4 vom Punkte (v, v) ausgehenden Normalen be- 
rührt. Aber er construirt diese Parabel in der Weise., dafs er um den ge- 
gebenen Punkt (u,v) als Mittelpunkt alle möglichen Kreise zeichnet und für 
jeden die drei gemeinschaftlichen Polaren mit dem gegebenen Kegelschnitt be- 
stimmt; diese Polaren umhüllen jene Parabel. Man kann diese Parabel auch 
so erhalten, dafs man um den Punkt (u, v) irgend einen Kreis zeichnet, und 
zu diesem die gemeinschaftlichen Polaren mit allen möglichen confokalen Kegel- 
schnitten (A-\-X,B-\-l) bestimmt; weshalb die im Eingange dieses Abschnittes 
betrachtete Parabel mit der von Chasles erwähnten ebenfalls übereinkommt. 
Da nun umgekehrt die gleichseitige Hyperbel die reciproke Polare der Parabel 
ist, so erhalten wir für erstere folgende einfache Construction : 

„Man ziehe durch den Punkt (u, v) irgend eine Transversale und be- 
stimme zu dieser den Pol n 9 , von diesem fälle man ein Perpendikel auf die 
Transversale und bestimme zu diesem wieder den Pol n"; während sich die 
Transversale um den Punkt (u, v) bewegt, beschreibt der Punkt n" 
die gleichseitige Hyperbel des Apoltonius. 

S. 

Ich will noch eine Construction confokaler Kegelschnitte angeben, 
welche ebenfalls aus der von Jaeobi angegebenen Erzeugungsweise der Kur- 
ven und Flachen zweiten Grades folgt. Sind zwei feste Punkte A und B 
gegeben und die Entfernungen irgend eines Punktes t von A und B bestimmt, 
so wird es immer einen Punkt t' geben, welcher von zwei andern festen 
Punkten A\ B f respective dieselben Entfernungen hat. Wenn aber drei feste 
Punkte A, B, C gegeben sind, und man die Entfernungen eines Punktes t 
in der Ebene dieses Dreieckes von jenen drei Punkten bestimmt, so wird es 
im Allgemeinen keinen Punkt t" in der Ebene eines andern Dreieckes A'B'C 
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geben, welcher von den Endpunkten dieses Dreieckes respective dieselben 
Entfernungen hätte. Es giebt aber gewisse Punkte i in der Ebene des er- 
sten Dreieckes, denen Punkte t' in der Ebene des zweiten Dreieckes in der 
angegebenen Weise entsprechen. Die Punkte i liegen auf einem Kegel- 
schnitte, die Punkte i ( ebenfalls auf einem Kegelschnitte, welcher mit je- 
nem gleiche Excenlricitdt hat 

In einer folgenden Abhandlung will ich von confokalen Flächen zweiten 
Grades handeln, auf welche sich nicht nur alle hier erwähnten Eigenschaften 
confokaler Kurven Obertragen lassen, sondern für welche sich aus der von 
Jacobi angegebenen Erzeugungsweise noch viele andere merkwürdige Eigen- 
schaften ergeben. 

Schliefslich bemerke ich doch, dafs der im Vorhergehenden behandel- 
ten Erzeugungsweise der Kurven zweiten Grades, deren Ausdehnung auf 
Flächen Jacobi gelehrt hat, und deren Wesen darin besteht, dafs jeder Punkt 
durch seine Entfernungen von zwei festen Punkten oder, was dasselbe ist, 
als Durchschnittspunkt zweier Kreise, die die festen Punkte zu Hittelpunkten 
haben, bestimmt wird, eine andere in folgender Weise entspricht. Jede gerade 
Linie kann nämlich als gemeinsame Tangente zweier Kreise, die zwei feste 
Punkte zu Mittelpunkten haben, betrachtet werden; jede Ebene als gemein- 
same Tangentialebene an drei um drei feste Punkte beschriebene Kugeln. 
Je zwei solcher Kreise, oder je drei solcher Kugeln bezeichnen wir als con- 
jugirte; denken wir uns dies System von zwei Kreisen oder drei Kugeln so 
verändert, dafs die Mittelpunkte in eine andere Lage rücken, so entspricht 
die gemeinschaftliche Tangente oder Tangentialebene des neuen Kreis- oder 
Kugelsystems der anfangs betrachteten Geraden oder Ebene. Jeder Geraden 
oder Ebene, welche in der angegebenen Weise auf feste Centren bezogen 
werden, entsprechen also wieder eine Gerade oder Ebene in Bezug auf die 
neuen Centren. Es gilt nun folgender Satz: Wenn alle Geraden g y die durch 
einen gemeinsamen Punkt P gehen, in der angegebenen Weise auf zwei 
feste Punkte bezogen werden, so umhüllen die ihnen entsprechenden Geraden, 
welche auf zwei andere feste Punkte bezogen werden, einen Kegelschnitt 
wenn alle Ebenen E, die durch einen gemeinsamen Punkt P gehen, in der 
angegebenen Weise auf drei feste Punkte bezogen werden, so umhüllen die 
ihnen entsprechenden Ebenen, die auf drei andere feste Punkte bezogen 
werden, eine Fläche zweiten Grades. — 

Berlin im October 1856. 

— — 44 * 
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30. 

Beiträge zur Theorie des Solit&r- Spiels* 

(Von Herrn M. Reifs zu Frankfurt a. M.) 



Baepe notaTimua nnaquam homines quam in 
ladicris ingeniosiores esse: atque ideo ladot 
Mathematiconim onram mercri, non per ae, sed 
artU inTeniendi causa. 

Leibnii*. 

JLfas Solitfir- Spiel scheint im Anfange des vorigen Jahrhunderts be- 
kannt geworden zu sein *). Seine Aufgabe kann in folgender Weise ausge- 
drückt werden: Auf einer Tafel von beliebiger Form (Fig. 1,2,3) seien 
eine gewisse Anzahl von Feldern derart in horizontalen und verticalen Reihen 
vertheilt, dafs jedes Feld zugleich einer horizontalen und einer verticalen 
Reihe angehört, von welcher Bedingung vorkommenden Falls nur gewisse 

Fig. 2 
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*) Leibnitz ß der dieses Spiels in den Hiscellaneis Berolinensibus, 1710 (Annotatio 
de quibusdam ludis, etc.) erwähnt, beginnt die betreffende Stelle mit den Worten: Non 
ita pridem increboit ludi genus singulare quem Solitarium appellant Seine Mitteilungen 
beziehen sich übrigens nur auf die Erklärung des Spiels und eine Umwandlung der Auf- 
gabe desselben. Sie sind von Mollweide in dessen Fortsetzung von KlügeN math. 
Wörterbuch, Werter Theil, pag. 466 wiedergegeben. 
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Fig. 8 
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Eckfelder (wie in Fig. 3) ausgenommen sein dürfen. Diese Felder sind so 
Anfang des Spiels bis auf Eins, welches man auszuwählen hat, nnd welches 
Anfangsfeld heifeen soll, mit Marken besetzt. Ein Zag ist erlaubt, wenn 
von drei in einer horizontalen oder verticalen Reihe neben einander liegen- 
den Feldern, F', F", F'" } das eine flufsere, F'", unbesetzt, die beiden 
andern aber besetzt sind« Er geschieht, indem man die Harke des besetzten 
üufseren Feldes, F f , auf das unbesetzte bringt nnd die Marke des mittleren 
Feldes wegnimmt ; in welchem Falle man sagt, dafs er von F' auf F"' gehe. 
Es handelt sich nun darum, durch eine Reihe anf einander folgender Züge 
alle Felder, bis auf Eins, zu leeren. 

Ehe man in einem vorgelegten Falle in einer Auflösung schreiten 
kann, ist es nöthig, die Frage zu beantworten, ob die Auflösung auch möglich 
sei, und zwar wird man zu untersuchen haben: 

|ttenf jj f flr die gegebene Form der Tafel und für die gegebene Anzahl 
der Felder überhaupt eine Auflösung möglich sei; 

2 tenl ob, wenn sich eine solche als nicht unmöglich erweiset, ein be- 
liebiges Feld jeu Anfang des Spiels unbesetzt gelassen werden dürfe, oder 
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ob es Anfangsfelder gebe, welche Auflösungen zulassen und andre , bei 
welchen diese unmöglich sind. 

An diese Fragen reiht sich eine dritte, welche das Schlupffeld betrifft, 
d. h. dasjenige Feld, auf welches die am Schlüsse des Spiels übrig bleibende 
Marke zu liegen kommt. Wird es nämlich (vorausgesetzt, dafs man eine 
Auflösung gefunden hat) auch noch andre geben, bei welchen dasselbe An- 
fangsfeld zu Grunde liegt, die aber auf andre Schlufsf eider f obren? Und 
wenn dies der Fall ist: woran wird man die zu Schlufsfeldern geeigneten 
Felder erkennen? 

Es ist der Zweck des vorliegenden Aufsatzes, die angeregten Fragen 
theilweise zu beantworten ; wozu es nothwendig ist, die Aufgabe des Solitär- 
Spiels fürs erste zu verlassen und statt ihrer mit der hier folgenden, ver- 
wandten Untersuchung zu beginnen. Ehe wir jedoch dazu übergehen, ist es 
nölhig, einiger Erklärungen und Sätze aus der allgemeinen Arithmetik, welche 
dabei Anwendung finden, zu gedenken. 



Zwei Zahlen a und h sind gleichnamig, wenn sie beide gerade oder 
beide ungerade sind ; ungleichnamig aber, wenn die eine gerade, die andre 
ungerade ist. 

Ihr Gleichnamigkeitsverhältnifs drückt aus, ob das eine oder das 
andre der Fall sei. Wir bezeichnen es durch G(<?:6), wofür man* auch 
G(b:a) schreiben kann. 

Jede Zahl ist mit sich selbst gleichnamig. ist mit geraden Zahlen 
gleichnamig. 

\s\, a = b + 2c> so sind a und b gleichnamig. 

Sind die zusammengesetzten Zahlen a-\-b und c-\-d gleichnamig, so 

bat man: 

G(a:b) — G(c:d). 

Umgekehrt: Findet diese Gleichung Statt, so sind a-\-b und c-\-d gleich- 
namige Zahlen. 

Es ist also auch allgemein: 

G(a + b.c^d) = G(a-J-<?:6-f d). 

Sind c und d gleichnamige Zahlen, so hat man 

G(a:b) = G(a + c:b + d); 
also auch: 

G(a:ft) = G{a±c:b±c). 
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Ist 

G(a:b) = G(a:ß)\ G(a:c) = G(a:y), 

so ist auch 

G(b:c) = G(/J:y); 

was durch die Gleichung 

G(a:6:c) = G{a:ß:y) 

bezeichnet werden soll. 

Findet diese Gleichung Statt, so werden wir von den beiden Zahlen- 
reihen a, A, c und a, ß, y sagen, dafs sie in Bezug auf Gleichnamigkeit 
identisch seien; wobei vorausgesetzt wird, dafs in diesen Reihen die gleich- 
liegenden Zahlen einander entsprechen. 

In jeder Reibe von drei Zahlen müssen zwei unter sich gleichnamig 
sein; dagegen kann die dritte mit jenen beiden ungleichnamig oder gleich- 
namig sein. 



1. 

Man habe nun drei Groppen von Punkten A, B , C, von denen die 
erste a, die zweite b und die dritte c Punkte enthalte. Die Gruppenreihe A, 
B y C und die Zahlenreihe a, b, c werden sich alsdann gegenseitig entspre- 
chen; nämlich jede Zahl der gleichliegenden Gruppe, und umgekehrt. 

Man nenne es einen Zug, wenn man von zwei beliebigen Gruppen je 
einen Punkt wegnimmt und zu der dritten einen hinzufügt; auch sage man, 
dafs der Zug auf diese dritte vermehrte Gruppe gehe. Die soichermafsen be- 
stimmten Züge unterscheiden sich von denen des Solitfir- Spiels dadurch, dafs 
sie auch auf die mittlere Gruppe gehen können. 

Da man von einer leeren Gruppe keinen Punkt wegnehmen kann, oder 
mit andern Worten: da keine der Punktenzahlen negativ werden kann, so 
folgt mit Rücksicht auf vorstehende Erklärung: 

l ften> dafs, wenn eine Gruppe leer ist, nur auf diese ein Zug möglich ist; 

2 ten * dafs man, wenn zwei Gruppen leer sind, gar keinen Zug thun kann; 

3 ten> dafs die Gruppe, auf welche ein Zug geht, nicht durch diesen ge- 
leert werden kann; dafs also durch keinen Zug alle Gruppen zugleich leer 
werden können. 

2. 

Da durch jeden Zug die Anzahl sfimmtlicher Punkte um Einen ver- 
mindert wird, so kann man durch eine Reihenfolge von Zügen jene Anzahl 
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nach und nach reduciren and bis zu einer gewissen, von verschiedenen 
Grfinze abnehmen lassen« Nun ist aber einerseits immer ein Zag möglich, so 
lange nicht zwei Gruppen geleert sind; andrerseits ist jedoch die Anzahl 
sfimmtlicher Züge eine endliche, nämlich jedenfalls <^a-\-b-\-c; man mufs 
daher, wie man auch die Zöge auf einander folgen lasse, zuletzt dahin ge- 
langen, dafs zwei Gruppen geleert seien. Um nun zu bestimmen, woran 
diese beiden Gruppen zu erkennen seien und welches die kleinste Anzahl von 
Punkten sei, die in der dritten Gruppe übrig bleibe^ können, nehme man zu- 
vörderst an, dafs man eine wiUkfibrliche Anzahl beliebiger Züge thue, und 
dafs von diesen / auf die Gruppe A, m auf B und n auf C gehen. Sind, 
nach den Zügen, in den Gruppen A, B, C, resp. noch a, ß, y Punkte vor- 
handen, so ist 

a = a-\- / — m — n; 

ß = b-\-m— l — n; 

y c= c|n- / — m; 

denn durch jeden Zug, welcher auf eine bestimmte Gruppe gebt, werden die 
darin enthaltenen Punkte am einen vermehrt, während sie durch jeden Zag 
auf eine andre Gruppe um Einen vermindert werden. 
Man findet demnach: 

a-\-ß = a-\-b — 2n; a^y^a-^c — 2oi; 

woraus sich die Gleichnamigkeit von a-f ß und a-^b, so wie diejenige von 
a\y and a\c ergiebt. Also ist auch 

G(a:ß) = G(ä:*); G(ce:y) = G(a:c); 

oder 

G(a:ß:y) = G(a:b:c). 

Sollen nun zwei der drei Zahlen a, ß, y, = sein, so müssen die ihnen 
entsprechenden unter a, b, c, unter sich gleichnamig sein; denn ist mit sich 
selbst gleichnamig. Folglich können nur zwei solche Gruppen zugleich leer 
werden, deren ursprüngliche Punktenzahlen unter sich gleichnamig sind. 

Da ferner mit geraden Zahlen gleichnamig ist, so wird in der nicht 
geleerten Gruppe eine ungerade oder gerade Anzahl von Punkten übrig blei- 
ben, je nachdem ihre ursprüngliche Punktenzahl mit denen der beiden andern 
Gruppen ungleichnamig oder gleichnamig ist. Im ersten Falle wird also die 
kleinste Anzahl von Punkten in der Bestgruppe = 1 und im zweiten Falle 
= 2 sein. 
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3. 

Bleiben in der Restgruppe mehr als zwei Punkte übrig, so kann man 
diese du roh eine Umänderung und Fortsetzung der Zöge auf ihr Minimum re- 
duciren. Das dabei zu beobachtende Verfahren wird am besten aus einem 
Beispiele erhellen. Man nehme an, dafs a = 0, /3 = 0, y^>2. In diesem 
Falle wird, nach Art. 1, der letzte Zug (durch welchen die Zahlenreihe 0, 0, y 
geworden ist) auf die Gruppe C gegangen sein. Vor dem letzten Zuge, d. h. 
nach dem vorletzten, mufs also die Zahlenreihe 1,1, y — 1 gewesen sein. 
Läfst man daher den letzten Zug weg und thut statt seiner erst einen auf A 
und dann einen auf B, so geht die Reihe 1,1, y—\ in 2, 0, y—2 und 
diese in 1, 1, y—3 aber. Setzt man dies Verfahren fort, indem man immer 
erst einen Zug auf A und dann einen auf B thut, so erhält man nach und 
nach die Reihen 1, 1, y— 5; 1, 1, y— 7; u. s. w.; also zuletzt 1, 1, 0, oder 
1, 1, 1, je nachdem y ungerade oder gerade ist. Im ersten Falle ist nur noch 
ein Zug möglich, nämlich auf C, durch welchen die Reihe 1, 1, in 0, 0, 1 
übergeht und die Reduction vollendet ist. Im zweiten Falle geschiebt dies, 
wenn man auf eine beliebige der drei Gruppen einen Zug thut; wodurch 
sich aus 1, 1, 1 eine der drei Reihen 2, 0, 0; 0, 2, 0; 0, 0, 2 ergiebt. 
Hier ist also die Lage der Restgruppe unbestimmt. Dieselbe Unbestimmtheit 
wird übrigens auch dann stattfinden, wenn y selbst — 2 ist. Denn in diesem 
Falle mufs die Zahlenreihe vor dem letzten Zuge 1, 1, 1 gewesen sein; es 
steht also nach dem vorletzten ein Zug auf jede der drei Gruppen frei, so dafs 
man eben sowohl auf 2, 0, 0, oder 0, 2, 0, als auf 0, 0, 2 gelangen kann. 

Man ersieht aus dem Vorhergehenden, dafs es immer möglich ist, die 
Gruppen A> B, C bis auf einen oder zwei (in einer einzigen Gruppe enthal- 
tene) Punkte zu leeren, und dafs das erste der Fall sein wird, wenn eine der 
ursprünglichen Punktenzahlen a, b, c mit den beiden andern ungleichnamig ist, 
das zweite hingegen, wenn jene Zahlen alle unter sich gleichnamig sind. 
Ueberdies ist im ersten Falle die Restgruppe eine bestimmte, nämlich dieje- 
nige, deren Punklenzahl mit denen der beiden andern ungleichnamig ist; im 
zweiten Falle hingegen kann jede Gruppe als Restgruppe dienen. 

Demzufolge kann man in allen Fällen das definitive Ergebnifs der Re- 
duction nach der ursprünglichen Zahlenreihe bestimmen, ohne dafs es nöthig 
wfire, die Züge wirklich auszuführen. 
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4. 

Wir geben nun [von den aus drei Gruppen bestehenden Reiben zu 
Systemen Aber, in welchen neun Gruppen auf die Weise geordnet sind, dafs 
sie sowohl in horizontaler als in verticaler Richtung Reihen bilden; wie es 
z. B. in dem Systeme 

A' B' C 

(I.) {A" B" C" 

A'" B'" C" 

der Fall ist. Dieses Systems werden wir uns bedienen , am jeder Gruppe 
einen Namen zu geben; dagegen soll die Anzahl der Punkte, welche jede 
Gruppe enthält, durch andre Systeme — Zahlensysteme — wie z. B. 

la' v e 

(IL) Ja" b" *" 
U'" b'" c'" 

dargestellt werden, indem jede darin enthaltene Zahl auf die . gleichliegende 
Gruppe des Systems (I.) bezogen wird. 

Läfst man in einem Gruppensysteme horizontale und verticale Zflge zu, 
oder bestimmter: gestattet man in jeder horizontalen und in jeder verticalen 
Reihe die in Art. 1 bestimmte Art von Zögen , so kann man diese auf be- 
liebige Weise so lange fortsetzen, als nicht in allen horizontalen und verticalen 
Reihen zwei Gruppen geleert sind. Ist dies aber der Fall, so werden nicht 
mehr als drei Gruppen noch Punkte enthalten und von diesen Restgruppen 
wird keine in derselben horizontalen oder verticalen Reihe liegen, wie eine 
andre. Ein solches Resultat schliefst übrigens nicht aus, dafs in einer, und 
sogar in zwei parallel liegenden Reihen auch die dritte Gruppe leer geworden 
sei; was zwar nicht durch Zflge in einer solchen Reihe, wohl aber durch 
andre in senkrecht darauf liegenden erreicht werden kann. Es können dem- 
nach zuletzt eine, zwei oder drei Restgruppen übrig bleiben. 

5. 

Die Restgruppen werden zwar im allgemeinen auch mehr als zwei 
Punkte enthalten können; es ist aber immer möglich, die Züge so auszuwäh- 
len, dafs in keiner derselben mehr als einer oder zwei übrig bleiben. 

Um dies völlig klar zu machen, mufs man zuvörderst bemerken, dafs 
es bei der Bestimmung der Punktenzahl einer jeden Restgruppe nur auf die 
Anzahl und Beschaffenheit der Züge^ nicht aber auf deren Ordnung ankommt. 
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Bezeichnet man nämlich eine beliebige der Restgruppen mit R, und sind vor 
den Zögen r> nach denselben q Pankte in ihr enthalten, so wird die Gruppe R 
zugleich in einer horizontalen Reihe H und in einer verticalen V liegen, und 
alle Züge, welche in keiner dieser beiden Reihen stattfinden, werden ohne 
Einflufs auf den Werth von p sein. Gehen aber in der Reihe H, h Züge 
anf R, h' auf die beiden andern Gruppen, und in der Reibe V, v Zöge auf 
R, v r auf die beiden andern Gruppen, so folgt aus der Natur der Züge, dafs 

(> = r-f-A-j-0 — h' — v* 

ist: ein Werth, welcher, wie man sieht, nicht nur von den Zögen aufserhalb 
H und V und deren Ordnung, sondern auch von der Ordnung der Zöge in- 
nerhalb jener Reihen unabhängig ist. 

Man kann demzufolge annehmen, dafs der letzte aller Zöge auf R ge- 
gangen sei. Ist aber (>>2, so kann man, wie in (Art. 3) diesen Zug als 
ungeschehen betrachten und durch eine Reihenfolge andrer Zöge, welche in 
derselben Reihe, wie der weggelassene Statt zu finden haben, den Werth von 
if bis auf 1 oder 2 abnehmen lassen. 

Sind in einem gegebenen Systeme durch eine Reihenfolge von Zögen 
alle Gruppen bis auf eine, zwei oder höchstens drei leer geworden : liegt von 
diesen Restgruppen, wenn es ihrer mehrere sind, keiue in derselben horizon- 
talen oder verticalen Reihe, wie eine andre, und enthalten sie nicht mehr als 
einen oder zwei Punkte, so werden wir das auf diese Weise entstandene 
System ein Reductions-Ergebnifs des gegebenen nennen. 

Es giebt mithin in allem neun verschiedene Arten oder Klassen von 
Reductions- Ergebnissen; nämlich folgende: 

I. Eine Restgruppe mit einem Punkte. 

II. Eine Restgruppe mit einem, und eine mit zwei Punkten. 

III. Eine Restgruppe mit einem und zwei mit zwei Punkten. 

IV. Zwei Restgruppen mit einem Punkte. 

V. Zwei Restgruppen mit einem, und eine mit zwei Punkten. 

VI. Drei Restgruppen mit einem Punkte. 

VII. Eine Restgruppe mit zwei Punkten. 

VIII. Zwei Restgruppen mit zwei Punkten. 

IX. Drei Restgruppen mit zwei Punkten. 

Die Reductions -Ergebnisse können durch ihre Zahlensysteme darge- 
stellt werden. So stellen z. 6. die folgenden einen Fall aus jeder Klasse dar: 

45* 
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I. 100 IL 100 III. 100 IV. 100 V. 100 
000 020 020 010 010 

000 000 002 000 002 

VI. 100 VII. 200 VIII. 200 IX. 200 
010 000 020 020 

001 000 000 002 

6. 

Es soll nunmehr untersucht werden, auf welcherlei Reductions - Ergeb- 
nisse ein Gruppensystem (L), welches nebst seinem Zahlensysteme (II.) ge- 
geben ist, fahren könne; oder, was dasselbe ist, welchen Bedingungen ein 
System genfigen müsse, wenn sein Reductions -Ergebnifs zu einer bestimmten 
Klasse gehören soll. Zu diesem Zwecke nehme man zuvörderst an, däfs man 
eine willkürliche Anzahl beliebiger Züge thue, und dafs durch dieselben das 
System (II.) in 

(<*' (¥ / 
(III.) Ja" ß" f 

\a'" ß" f 

übergehe. Zwischen den Systemen (IL) und (III.) wird alsdann folgende 
allgemeine Beziehung Statt finden: 

Entnimmt man dem Systeme (IL) zwei beliebige parallele Reihen R u 
und R" und dem Systeme (III.) die beiden gleichliegenden P" und P", ad- 
dirt darauf l ,tw " in R u und Ä", 2'"" in P" und P" alle gleichliegenden Zah- 
len, so erhält man zwei in Bezug auf Gleichnamigkeit identische Reihen ; d. h. 
es werden folgende Gleichungen bestehen: 

1. G(a' +*' :a" + 4" :a"'-|-6'") === G(«' -f ß 1 :a"+ß" :a"'+j3"') 

2. 6(a'j« r :«"T«" : «"'i c '") = G(o'-f/ :«"-{-/':«'"-}-/") 

3. G(6' -f- e ib" +c" : V" -f c'") = G(/3'-|-/ :ß" -\-f :ß"-\-y'") 

4. G(«'+a":6' -f b" :c' -fc") = G(a l + a" :(¥ + ß':/ +y"X 

5. G(a' + a'":b'-\-b'»ic' -fc"') = G («' -f «"' : ß -f /*"':/ +f) 

6. G(a" + <T : b" + V" : c" -f «"' ) = G (o" -f a'" : ß' -j- ß'k f -f f ). 

fUm die Richtigkeit dieser Gleichungen darzuthun, nehme man an, dafs 
von dtn geschehenen ZQgen 



in 
.tit 
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/' horizontale and X' verticsle auf A 

tri - fi' - - B' 

ri - - v> - - C" 

l" - - X" - - A" 

m" - - ri' - - B" 

n" - - v" - C" 

/"' - - X'" - - A'" 

m '" _ _ p»' _ - B"' 

ri" - - v»' - C" 

geben. Man bat alsdann, der Natur der Züge zufolge, die Gleichungen: 

o' = ri -f r — m' — n' -f V — X" —X 
fi = V -f- tri — H — ri + ri — ri'-ri 
y' = ^ 4- n' - /' - Hl' -f • — *" — *" 
«" = a" + r — «" — »" + 1" — X' — i' w 
/3" = 6" -|- m" — r — n" -j- /*" — ri —ri" 
f = c "-f n" — r — m"-j- •' — •— v"' 
ri" = ri" + /"' — m'" — ri" -f V" — X' — X" 
ß"' = V" -f tri" — V" - ri" + A*'" — /*' — A*" 
/" «= c "'-f n'" — /"' — m'"-f v>" — S—v", 

woraus man zuerst durch Addition 

ri -\- (¥ + a" -\- (¥' = ri+b'+a"-\-b"-2(ri-\-ri'+X , "+tS") 

d\-ß'+ri"\-ß'" = «'+*' + «"' +*'"— 2 (»' + »'"+*" +A*") 

erbalt. Mithin werden a' -\- ft + a" -\- ß" und «'-f *'-fa"-J-6", und eben so 

«'4-'^ -\-a'"+ßr und a'-j-y+a'"-}-*'" unter sich gleichnamig sein. Also 

hat man 

G (a'-J- /?:«" + /?") = GCa' + ft'ta"-!-*") 

G(a'-f/3':a'" +/?"') = G(ri+b':ri"+b'"), 

woraus sieb die Richtigkeit der ersten Gleichung ohne Weiteres ergiebt. Die 
übrigen lassen sich auf ganz analoge Weise beweisen, was wir jedoch, um 
überflüssige Wiederholungen zu vermeiden, übergehen*). 



*) Wählt man zwei dieser Gleichungen so aus, dafs sie zusammen alle neun Zahlen 
et, V, &, <t", ... und folglich auch alle nenn Zahlen d, (f, ?, a", ... enthalten , so 
begreifen sie immer auch die vier übrigen impUcite in sich; d. h. man kann diese ans 
jenen direct herleiten. 

Zum Beweise dieses Satzes, dessen wir übrigens zu unserm Zwecke nicht bedürfen, 
wird es genügen, die beiden ersten Gleichungen, welche, wie überhaupt je zwei der 
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In Folge dieser Gleichungen sind die Gleichnamigkeitsverhältnisse in 
den sechs Reihen a'+/3', «"+/*", a"'+(¥"; a'-j-/, a"+y", a'"+/"; u.s. w. 
als bekannt anzusehen, da a'-f V, a"-f*" u. s. w. gegebene Zahlen sind. 

7. 

Da es bei einer Reihe von drei Zahlen nur zwei Arten oder Kate- 
gorien von Gleichnamigkeitsverhältnissen giebt, indem nämlich eine Zahl mit 
den beiden andern entweder ungleichnamig oder gleichnamig sein mufs, so 
müssen in zwei Reihen, wie z. 6* 

(a) <*' + *', <»" + *", a'" + b'" und a'+c', a" + c", a"'+c f " 
oder in den von ihnen abhängigen 

(a) a' -[-/?', «"+/?", <*"+?" und a'-|V, «"+/'> «'"+/" 



drei ersten oder der drei letzten, die erwähnte Eigenschaft haben, zu Grunde zu legen, 
indem der Beweis für jedes andre Paar ganz ahnlich ist. 

Man entnehme also den beiden ersten Gleichungen die darin enthaltenen: 

G(a f +ß:a tf +ß f ) = G^-fi' :<*"+*") 

G(a'+y':a"-f f) = G(o f + c r :a ,f +c 1 '), 
woraus sich auf die Gleichnamigkeit der Zahlen a'-\-ß'-\-a"-\-ß" und a'-f f-|-a"+6" 
und ebenso auf diejenige von a* -}-/+«''+/' und «'-fc'-f a ff 4-c ff schliefsen läfst. Aus 
diesen Verhaltnissen ergiebt sich ferner, durch Addition, die uleichnaroigkeit von 

2a'+2a»+ß'+y'-\-ß"+y'' und 2a'+ 2a''+6'+c'-f6''-f-c'' 
und folglich auch diejenige von /S'4-/+£"+7" und y+c'+6' f +c 1 '. Es ist daher auch 

G(ß'+?:ß»+r") = G(V+4:W+&% 
Auf ähnliche Weise erhält man 

G(ß'+?tß m +7») = G^-f c'rV-f-e'") 
aus 

G(a'-f /?':<*"'+/?'") = G(a'+6':a'"+fc'' r ) 

und 

G(a f +y # :a w +y ffr ) = G(J+&:tJ»+& n ); 

wodurch die Richtigkeit der dritten Gleichung vollständig bewiesen ist. Die Richtig- 
keit der vierten Gleichung erhellet noch einfacher aus der schon bemerklich gemachten 
Gleichnamigkeit von a'-f ß'+a"+ß» und a'-f 6'-fa"+ft" und von a'-fy'-f-a"-j-y» und 
a / -fc , -fö"-}-c"> indem sich daraus unmittelbar 

G(a'+a":/J'-f/J») = G(a'+u":V+W) 

and 

G(a'+a?':y' + ?') = G(t*+a» :<?+<?) 

ersieht Auf ganz ahnliche Weise verfährt man bei der fünften und sechsten Gleichung, 
indem man von 

G(a'-f /*':<*'»+/?») = G^-f-fc':«"'-}- *"') 
G(a'+?:a?''+?») = G(a'+c':<t"+cr") 
und 

Q{pP+ß»xe/»+ß*) = G(a"+ ft " : « w +*"') 
G(a»-f/':a"'+y"') = G(a"+J':tf"+J») 
ausgeht. 
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die gleichzeitig bestehenden Gleichnamigkeitsverhältnisse notbwendiger Weise 
zu einer der folgenden Kategorien gehören: 

I. und II. In jeder Reihe ist ein? bestimmte Zahl mit den beiden 
übrigen ungleichnamig, und diese bestimmten Zahlen haben in beiden Reihen 
I. gleiche, II. ungleiche Lage. 

III. In der einen Reihe ist eine bestimmte Zahl mit den beiden übri- 
gen ungleichnamig, während in der andern alle Zahlen unter sich gleich- 
namig sind. 

IV. In beiden Reihen sind alle Zahlen unter sich gleichnamig. 
Hierbei ist nicht zu übersehen, dafs es in jeder Reihe, in welcher 

nicht alle Zahlen unter sich gleichnamig sind, drei Fülle giebt, indem nfimlicb 
entweder die erste mit der zweiten und dritten, oder die zweite mit der er- 
sten und dritten, oder endlich die dritte mit der ersten und zweiten ungleich- 
namig sein kann. Es wird daher, um es möglich zu machen, diese Fälle 
unter einem einzigen zu begreifen und zugleich die Lage der in den Syste- 
men (IL) und (III.) enthaltenen Zahlen auf eine allgemeinere Weise zu be- 
zeichnen, gut sein, die Accente (VV") durch r, 9, t zu ersetzen; wo unter 
r ein beliebiger dieser Accente, unter s ein beliebiger der beiden andern und 
unter t der übrig bleibende verstanden wird. Diese Substitutionen verwandeln 
die Zahlen ä, V, c\ a", ... in a r , b r , 4f, at, . . . ; die Zahlen a', ß, /, a", . . , 
in a r , ß r , f> a% ... und die Reihen (a) und (a) in 

(a)' <* r +* r , (f+b'j a*+6* und <f+c r , a*+c% n'-fc* 

und 

(a)' a*+ß r , a 9 -\-ß% a'+ß 1 und a r -f f, ct+f, a l \y\ 

wodurch nur die Ordnung, nicht aber derWertb der Zahlen geändert werden 
kann; während in den Reihen (a)' und (a)', eben so wie in den Reihen (a) 
und (a), die gleichliegenden Zahlen sich wechselsweise entsprechen: so dafs 
die Kategorie der Gleichnamigkeitsverhältnisse in (a)' und (a)' in allen Fällen 
dieselbe, wie die in (a) und (a) geltende, sein wird. 

8. 
Zwischen der Kategorie der Gleichnamigkeitsverhältnisse, welche in 
den Reihen (a) oder (0)' Statt finden und der Klasse des Reductions- Er- 
gebnisses, welches man aus dem ursprünglichen Systeme herleiten kann, be- 
steht eine gegenseitige Abhängigkeit, die wir nunmehr näher zu erörtern im 
Stande sind. Nimmt man nämlich an, dafs aus den Zügen, deren Anzahl und 
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Beschaffenheit im Vorigen als willkürlich angesehen worden, ein bestimmtes 
Redactions-Ergebnifs hervorgehe, so werden dadurch die Zahlen a f , ß\ y\ a", . . . 
oder a r j ß r , y r , a% ... bestimmte Werthe (0,1,2) erhalten, und je nach diesen 
Werthen werden sich auch die in den Reihen (a)' enthaltenen Zahlen an- 
geben lassen. Kennt man aber diese Zahlen, so kennt man auch die in den- 
selben Reihen Statt findenden Gleichnamigkeitsverhältnisse, welche, wie wir 
wissen, mit den in den Reihen (<?)' bestehenden identisch sind. Man bat also, 
um die gegenseitige Beziehung zwischen diesen letzteren und den Reductions- 
Ergebnissen festzusetzen, alle möglichen Fälle in dieser Hinsicht klassenweise 
zu prüfen. Ehe man jedoch dazu schreitet, wird es zweckmässig sein, die 
Bemerkung vorauszuschicken, dafs es dabei auf die Restgruppen mit zwei 
Punkten nicht ankommt; d.h. dafs es rücksichtlich der in den Reihen («)' 
Statt findenden Gleichnamigkeitsverhältnisse einerlei ist, ob man sieb eine vor- 
handne Restgruppe mit zwei Punkten als bestehend, oder als nicht bestehend 
vorstellt. Im ersten Falle wird nämlich die ihr entsprechende unter den Zah- 
len a r , ß r , y T , a% ..., = 2, im zweiten dagegen =0^ werden. Es ist aber 
augenscheinlich, dafs die Substitution des einen diesef Werthe für den andern 
die Gleichnamigkeitsverhältnisse in den Reihen (#)' unverändert läfst, da a'-f (i r 
und a r -j-/? r — 2, a*-{~ ß* und a*-\-ß 9 — 2, u. s. w. f unter sich gleichnamig sind. 

9. 

Aus dieser Bemerkung folgt zunächst, dafs Reductions- Ergebnisse, 
welche zu der ersteh, zweiten oder dritten Klasse gehören, auf identische 
Gleichnamigkeits Verhältnisse in den Reihen (a)' und mithin auch in den Rei- 
hen (a)' führen, wenn nur die Restgruppe mit einem Punkte in ihnen dieselbe 
Lage bat. Es genügt also, statt aller drei, nur die erste in der angedeuteten 
Hinsicht zu prüfen. Da nun in derselben acht Zahlen = sind, während die 
neunte =1 wird, so sind hier nur die drei Fälle: l 5,en4 a r — 1, 2 ,eni ß r =i, 
3 1 * 1 " f=l zu berücksichtigen, weil r jeden der drei Accente bedeuten kann. 
Nun gehen aber die Reihen («)' im ersten Falle in 1, 0, und 1, 0, 0; im 
zweiten in 1, 0, und 0, 0, 0; im dritten in 0, 0, und 1, 0, über. 
Abo werden, da mit geraden Zahlen gleichnamig ist, und da in den Rei- 
hen (tf)' dieselben Gleichnamigkeitsverhältnisse wie in (a)' Statt finden: 

im ersten Fall: 

a r -\-b r mit o*-f b 9 und a'-f-* 1 ungleichnamig, 
a r -f (f mit a'-\-c* und a'-f c< ungleichnamig; 
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im zweiten Falle: 

a r -\-b r mit a*-\-b* und «*-{"*' ungleichnamig, 
ö r -f c r , a*-\-c 9 , a'-f-^* unter sich gleichnamig; 

im dritten Falle: 

a r -\-b r , a*-f-*% ä^-^b 1 unter sich gleichnamig, 

a r -\-c r mit «*4~ c * un( ^ «M" c * ungleichnamig 
sein. Hieraus ergiebt sich folgender Satz: 

Läfst sich aus einem Systeme ein Reductionsergebnifs erster, zwei/er 
oder driller Klasse herleiten, so müssen die Gleichnamigkeitsverhältnisse 
in den nach jenem Systeme gebildeten Reihen (tf)' oder Qä) zur ersten 
■oder dritten Kategorie gehören. 

Die vorausgeschickte Bemerkung zeigt, ferner, dafs die Prüfung der 
fünften Klasse auf die der vierten zurückgeführt werden kann. Es sind in 
dieser sieben Zahlen = 0, die beiden andern — 1 ; also genügt es, der all- 
gemeinen Bedeutung der Accenle r und s wegen, die Fälle: i 8tenÄ a' = 1, /?*= 1 ; 
2 leus a r =1,/ = l; 3 tens /? r = 1,^=1, zu betrachten/ Die Reihen (a)' neh- 
men aber im ersten Falle die Werthe 1, 1, und 1, 0, 0; im zweiten die 
Werthe 1, 0, und 1, 1, 0; im dritten die Werthe 1, 0, und 0, 1, an; 
woraus folgt, dtfs 

im ersten Falle: • 

a f -f-6' mit a r -\-b r und a?-\-b% 
. a r -\-c r mit a*-\-c* und «*-} c 1 ; 
im zweiten Falle: 

«i r -f* r mit a*-f *' und a'-f A f , 

n f -f c f mit a r -f c r und a*-f c *»' 
im dritten Falle: 

aT-\ b r mit a 9 +b* und (S + b 1 , 
a' + c s mit a r -j-c r und a' + c* 
ungleichnamig sind. Man hat also folgenden Satz: 

Läfst sich aus einem Systeme ein Reduclions-Ergebnifs vierler oder 
fünfter Klasse herleiten, so müssen die Gleichnamigkeitsverhällnisse in 
den nach jenem Systeme gebildeten Reihen (a) zur zweiten Kategorie 
gehören. 
Es ist übrigens hierbei zu bemerken, dafs die obigen drei Fälle eigent- 
lich nur einen einzigen darstellen, da die Gleichnamigkeitsverhältnisse in den 
Reiben (a)', auf welche sie führen, sich durch Vortauschung der Accente 
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. 

aus einander herleiten lassen. So gehen die im ersten und zweiten Falle gül- 
tigen Verhältnisse durch Vertauschung von r und /, die im zweiten und dritten 
bestehenden durch Vertauschung von s und t gegenseitig in einander über. 

Es ist ferner leicht zu sehen, dafs die Gleichnamigkeitsverhältnisse in 
den Reihen («)', auf welche ein beliebiger der aufgestellten Fälle führt, sich 
noch aus zwei andern ähnlichen Fällen herleiten lassen. So wird z. B. 

a r -f b r mit a*-f b 9 und tf + b 1 , 

af\c 9 mit a r -\-c r und a f -\ -c*, 
ungleichnamig bleiben, wenn man statt /? r = l, y*=l, entweder a r = l, 
y*=l, oder o'äI, ß' = i, setzt. 

Geht man nun* zur Prüfung der sechsten Klasse über, worin drei 
Zahlen =1 werden, so genügt es, einen einzigen Fall, z. B. a* = l, /?' = 1, 
y r =i, zu berücksichtigen, da hier alle Basen (a,ß,y) zugleich vorkommen 
und mithin, je nach der Bedeutung der Accente, alle möglichen Fälle erzeugt 
werden können. In Folge dieser Bestimmungen erhalten aber die Reihen (a)' 
die Werl he 0, 1, 1 und 1, 0, 1. Es mufs also 

a r +b r mit a 9 + b* und a f +b f „ 
a 9 -\-c? mit a r -\-c r und a f -\-& 

ungleichnamig sein, woraus sich auf denselben Satz wie bei der vierten und 
fünften Klasse schliefsen läfst. 

Was endlich die siebente, achte und neunte Klasse betrifft, bei wel- 
chen nur Restgruppen mit zwei Punkten vorkommen, ' so werden die Zahlen 
a r , ß r y y r y a\ . . . tbeils = 2, theils = sein ; mithin mufs dasselbe auch in 
Bezug auf die in den Reihen (a) f enthaltenen Zahlen der Fall sein. Folglich 
werden diese Reihen, und ebenso die Reihen (a)' und (a), nur aus unter 
sich gleichnamigen Zahlen bestehen; was auf folgenden Satz führt: 

Läfst sich aus einem Systeme ein Reductions - Ergebnifs siebenler, 
achter oder neunter Klasse herleiten, so müssen die Gleichnamigkeits- 
Verhältnisse in den nach jenem Systeme gebildeten Reihen (tf.) zur vier- 
ten Kategorie gehören. 

10 

Da sich jede Kategorie auf bestimmte Klassen und jede Klasse auf 
bestimmte Kategorien bezieht, so lassen sich die eben gefundenen Sätze auch 
umkehren. Gehören nämlich in einem gegebenen Systeme die Gleichnamig- 
keilsverhältnisse in den Reihen (a) zur ersten oder dritten Kategorie, so 
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kann man aus demselben nur Reductions- Ergebnisse erster, zweiter oder 
dritter Klasse herleiten. Gehören dagegen jene Gleichnamigkeitsverhältnisse 
zur zweiten Kategorie, so sind nur Reductions- Ergebnisse vierter, fünfter 
oder sechster Klasse möglich. Gehören sie endlich zur vierten Kategorie, 
so mufs das Reductions -Ergebnifs der siebenten, achten oder neunten Klasse 
angehören. Hiermit ist die zu Anfang des Art. 6 gestellte Aufgabe vollstän- 
dig gelöst. 

Eine wichtige Bemerkung, die sich aus den Erörterungen des vorigen 
Artikels ergiebt, ist die, dafs sich die Lage der Restgruppen mit einem Punkte 
in allen Klassen, wo sie vorkommen, ohne die Züge zu thun, aus den in 
den Reihen (a) Statt findenden Gleichnamigkeitsverhältnissen im voraus er- 
kennen läfst. 

Betrachtet man zunächst die erste Kategorie und bezeichnet durch 
a r -fb r und a r -\-c r die Zahlen, welche mit den beiden andern in den bezüg- 
lichen Reihen enthaltenen ungleichnamig sind, so wird die Restgruppe mit 
einem Funkte der Zahl a r {a r ) entsprechen. 

Wendet man sich nun zu der mit der ersten verwandten dritten Kate- 
gorie, so sind zwei Fälle zu unterscheiden: je nachdem in der ersten oder 
in der zweiten der Reihen (a) eine Zahl mit den beiden andern ungleich- 
namig ist. Bezeichnet man diese im ersten Falle durch a r -\-b r und im zwei- 
ten durch (f-\-€T, so wird die Restgruppe mit einem Punkte, wenn das erste 
Statt findet, der Zahl b r , wenn das zweite, der Zahl c r entsprechen. 

Ist endlich die zweite Kategorie die geltende, und bezeichnet man 
durch a r -\-b r 9 dieZahl, welche in der ersten der Reihen (ja) und durch a*-f-c* 
diejenige, welche in der zweiten mit den beiden andern ungleichnamig ist; 
bedeutet ferner / den dritten Accent, so werden die Restgruppen mit einem 
Punkte, l s,en$ wenn es ihrer zwei sind, den Zahlen b r und c*, oder a r und c f , 
oder auch a* und b 1 / 2 tens wenn es ihrer drei sind, den Zahlen a 1 , b 9 , c r ent- 
sprechen. 

Was im Gegentheil die Restgruppen mit zwei Punkten betrifft, so läfst 
sich die Lage derselben nicht im voraus bestimmen; sie hängt vielmehr von 
der Beschaffenheit der jedesmaligen Zöge ab und ist im allgemeinen nur der 
Bedingung unterworfen, dafs keine Restgruppe in der nämlichen horizontalen 
oder verticalen Reihe liegen darf, wie eine andre. 

46» 
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n. 

Welches auch das ursprüngliche System sei, so lassen sieb daraus 
eben sowohl Reductions -Ergebnisse der einen als der andern möglichen Klasse 
herleiten. Dieser Satz bedarf eines Beweises. Denn obgleich man nach Art. 5 
aus jedem Systeme ein Reductions -Ergebnifs herleiten kann, so folgt daraus 
doch nicht von selbst, dafs es deren von verschiedenen Klassen gebe. Wir 
beschränken uns jedoch hier darauf, den wichtigsten Theil dieses Satzes zu 
beweisen, und darzuthun, dafs man jedesmal zu dem einfachsten der möglichen 
Reductions -Ergebnisse gelangen könne: also, wenn die erste oder dritte 
Kategorie die geltende ist, zu einem der ersten Klasse; wenn die zweite, 
zu einem der Vierten, und wenn die vierte, zu einem der siebenten Klasse. 

Hierbei wird es nur darauf ankommen, zu zeigen, wie man die Zöge, 
wenn sie nicht unmittelbar auf ein einfachstes, sondern auf ein andres mög- 
liches Reductions -Ergebnifs geführt haben, umändern könne, dafs sich den- 
noch ein einfachstes ergebe. Betrachtet man also zunächst die zweite und 
drifte Klasse, welche nebst der ersten bei der ersten und dritten Kategorie 
vorkommen können, so kann man sie beispielsweise durch die Zahlensysteme 

a. 100 *. 100 

* 

020 020 

000 002 

darstellen und diese, um jeder Gruppe einen Namen zu geben, auf das System 
(I.) beziehen. Was nun das System a. betrifft, so kann man nach Art. 5 an- 
nehmen, dafs der letzte Zug auf die Gruppe B" gegangen sei. In diesem 
Falle wird das System vor dem Zuge 

100 oder 110 / 

111 010 

000 010 

gewesen sein, je nachdem er ein horizontaler oder verticaler Zug war. Läfst 
man also diesen letzten Zug weg und thut statt seiner im ersten Falle einen 
horizontalen Zug auf A", im zweiten einen veMicalen Zug auf B f , so entsteht 
daraus das System 

100 oder 120 

200 000 

000 000 

mithin jedesmal ein der Reduction fähiges System. Vollendet man diese durch 
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Züge in der nicht geleerten Reibe, so erhält man in beiden Fällen 

100 
000 
000 

d. h. ein System, welches ein Reductions -Ergebnifs erster Klasse darstellt. 

Geht man nun zu dem Systeme b. Ober und nimmt an, dafs die beiden 
letzten Züge auf B" und C" gegangen seien, so wird das System vor den- 
selben eins der folgenden: 

j. 100 2. 101 3. 110 4. 111 

111 112 010 011 

111 001 121 011 

gewesen sein, je nachdem l 8ten$ beide Züge horizontal, 2 ten$ der erste horizon- 
tal, der zweite verlical, 3 tens der erste yertical, der .zweite horizontal, 4 tens beide 
vertical waren. Läfst man nun diese Züge auf B" und €"" weg und thut 
statt ihrer, im ersten Falle: einen horizontalen Zug auf A" und dann einen 
horizontalen Zug auf A", im zweiten Falle: einen horizontalen Zug auf vi" 
und dann einen verticalen Zug auf C, im dritten Falle: einen verticalen 
Zug auf B ! und dann einen horizontalen Zug auf A", im vierten Falle: 
einen verticalen Zug auf B' und dann einen verticalen Zug auf C, so erhalt 
man die Systeme 

i. 100 2. 102 3. 120 4. 122 
200 200 000 000 
200 000 200 000, 

welche, wie man ohne Schwierigkeit sieht, durch die Vollendung der Reduction 
in den nicht geleerten Reihen, sämmtlich, wie oben, das System 

100 

000 

000 
geben. 

Auf ähnliche Weise wie bei den Systemen a. und b. kann man ver- 
fahren, wenn man statt ihrer, andre zur zweiten odfer dritten Klasse gehörige 
zu Grunde legt, oder wenn es sich um andre Klassen von Reductions -Er- 
gebnissen handelt, in welchen Restgruppen mit zwei Punkten vorkommen. 
So lassen sich dadurch die Reductions -Ergebnisse der fünften durch die der 
vierten, die der achten und neunten durch die der siebenten ersetzen. Es 
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bleibt daher nur noch übrig, zu zeigen,. wie man bei einem Reductions- Er- 
gebnisse der sechsten Klasse, z. B. dem durch das System 

100 

010 

001 

dargestellten, zu verfahren habe, um daraus ein zur vierten Klasse gehöriges 

herzuleiten. 

Man nehme also an, dafs der letzte Zug auf die Gruppe C" gegangen 

und ein horizontaler Zug gewesen sei. Läfst man diesen Zug weg und geht 

mithin auf das System 

100 

010 
110 
zurück, so kann man auf • dreierlei Acten zwei auf einander folgende Zuge 
thun, nämlich: l 8tens einen Zug ia jeder der beiden ersten verticalen Reihen, 
2 tens einen Zug in der ersten verticalen und dann einen in der zweiten hori- 
zontalen, 3 ten * einen Zug in der zweiten verticalen und dann einen in der ersten 
horizontalen Reihe, woraus die Systeme 

1. 010 2. 000 3. 001 

100 001 000 

000 010 100 

entstehen, welche sämmtlich Reductions- Ergebnisse der vierten Klasse dar- 
stellen. 

Dieselben Systeme würde man übrigens gefunden haben, wenn der 
letzte Zug (auf C") vertical gewesen, oder wenn er auf eine der beiden 
andern Gruppen (A* und B") gegangen wäre. Auch sieht man leicht, dafs 
man auf ähnliche Weise verfahren könnte, wenn ein andres zur sechsten 
Klasse gehöriges Reductions - Ergebnifs zu verwandeln wäre. Es ist also 
der Beweis unsres Satzes als vollendet zu betrachten. 

Man ersieht hieraus, dafs es immer möglich ist, ein gegebenes System 
durch eine Reihenfolge von Zügen bis auf einen oder zwei Punkte zu leeren, 
welche letztere ihrerseits entweder auf zwei Gruppen vertheilt, oder in einer 
einzigen enthalten sein können. Das Kriterium für diese verschiedenen Fälle 
beruht auf den Gleichnamigkeilsverhältnissen in den Reihen (#), für welche 
man jedoch mit demselben Rechte zwei andre ähnliche Reihen, die ebenfalls 
zusammen alle neun Zahlen a\ b\ d , a", . . . enthalten, wählen dürfle. 
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Wir kehren nunmehr zu der Aufgabe des Solitär - Spiels zurück , und 
wollen zunächst die zweckmöfsigste Art und Weise, die Felder zu bezeichnen 
und einzuteilen, angeben. 

Jedes Feld wird durch die horizontale und durch die verticale Reihe 
bestimmt, denen es gemeinschaftlich angehört. Nennt man also eine horizontale 
Reihe m und eine verticale n, so läfst sich das Feld, welches in beiden zu- 
gleich liegt, durch mn bezeichnen; wobei man übereinkommt, den Namen der 
horizontalen Reihe immer zuerst zu setzen. 

Um die Reihenfolge oder Rang-Ordnung der Reihen — der horizontalen 
sowohl als der verticalen — anzugeben, mufs man bei beiden Arten von einer 
bestimmten Reihe ausgehen. Nennt man diese Reihe 0, so erreicht man den 
angedeuteten Zweck, wenn man die nach der einen Seite bin darauf folgende 
mit 1, die derselben zunächst liegende mit 2 bezeichnet, u. s. w. und wenn 
man ebenso der nach der andern Seite hin an die Reihe sich anschliefsen- 
den den Namen — 1, der darauf folgenden den Namen — 2 giebt, u. s. w. 
Für — 1, — 2, ... werden wir kürzer 1', 2', ... schreiben. 

Zwei dieser Vorschrift gemäfs bezeichnete Felder mn und fiv, rock- 
sichtlich deren jede der Zahlen m—fi, n — v, durch 3 theilbar oder =0 ist, 
nenne man einander congruenU 

Dieser Erklärung zufolge werden unter andern alle in einer Reihe 
liegenden Felder, welche durch 2, 5, 8, ... Zwischenfelder getrennt sind, 
einander congruent sein und es werden allgemeiner sämmtliche Felder einer 
Tafel in mehrere Gruppen unter sich congruenter Felder zerfallen. In der 
Fig 1 z. B. hat man die Gruppen : 



• 

• 


31' 


30 


31 
21 






. Fig. 1 

• 


21' 


20 




13' 


12' 


11' 


10 


11 


12 


13 


03' 


02' 


Ol' 
IT 
2T 


00 


Ol 


02 


03 


1'3' 


1'2' 


l'O 


l'l 


1'2 


"i 




2'0 


2'1 








3'1' 


3'0 


3'1 





i. 


«V 


12, 


2T 




2. 


10, 


13, 


2'0, 


13' 


3. 


ii, 


2'1, 


12' 




4. 


Ol', 


31', 


02, 


3T 


5. 


00, 


30, 


03, 


3'0, 


6. 


Ol, 


31, 


3'1, 


02' 


7- 


l'l', 


21', 


1'2 




8. 


l'O, 


20, 


1'3, 


1'3' 


9. 


l'l, 


21, 


1'2' 





03' 
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und in der Fig. 2 die folgenden : 



• 




Pig.S 


! 






• 




31' 


30 


31 






22' 


21' 


20 


21 


22 




13' 


12' 


11' 


10 


11 


12 


13 


03' 


02' 


Ol' 


00 


Ol 


02 


03 


1'3' 


1'2' 


IT 


l'O 


l'l 


1'2 


1'3 




2'2' 


2T 


2'0 


2'1 


2'2 








3T 


3'0 


31 







i. 11', 12, 2'2, 2T 

2. 10, 13, 2'0, 13' 

3. 11, 2'1, 2'2', 12' 

4. Ol', 31', 02, 3T 

5. 00, 30, 03, 3'0, 03' 

6. Ol, 31, 3'1, 02' 

7. IT, 21', 22, 1'2 

8. l'O, 20, 1'3, 1'3' 

9. l'l, 21, 22', 1'2'. 



Die Anzahl der Feldergruppeu kann nie mehr als neun beiragen. 
Dehn enthält die Spieltafel neun im Quadrat bei einander liegende Felder, 
und sondert man diese ab, wie z. B. die folgenden in den Fig. 1 und 2 : 



«ö 



11' 


10 

• 


11 


Ol' 


00 


Ol 


l'l' 


l'O 


l'l 



so wird jedes aufserhalb des Quadrats liegende Feld mn einem oder dem andern 
der innerhalb liegenden congruent sein. Wie nämlich auch die Zahlen m und 
n beschaffen sein mögen, so mufs entweder m, oder m — 1, oder ro-j*l, und 
ebenso entweder n, oder n — 1, oder n-j-1, durch 3 theilbar sein; also mufs 
auch, der Erklärung zufolge, das Feld mn einem der neun Felder 00, 10, 
l'O, Ol, 11, l'l, Ol', 11' IT congruent sein. Es kann demnach in dem 
erwähnten Falle nicht mehr Gruppen geben als das Quadrat Felder enthält. 
Um so weniger würde dies möglich sein, wenn das abgesonderte Quadrat 
nicht vollständig in der Spieltafel enthalten wäre, wenn es also durch eine 
Fortsetzung derselben ergänzt werden müfste, wie dies z. B. in der Fig. 1 
bei folgendem geschieht: 
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31 






21 






11 


12 


13 



Denn hierdurch kann die Anzahl der Gruppen wohl abnehmen (wenn nämlich 
ein oder mehrere Ergänzung9felder keinem Felde der Spieltafel congruent 
sind), niemals aber gröfser als neun werden. 

Man bilde nunmehr ein System von neun Punktengruppen 

A' B' C 

A" B" C" 
A'" B'" C" 

und sage von jeder Gruppe und jedem gleichliegenden Felde eines bestimmten 
abgesonderten Quadrats (mag dieses vollständig in der Spieltafel enthalten sein, 
oder nicht), dafs sie einander entsprechen; was also, wenn z. B. das obige 
Quadrat ((?) zu Grunde gelegt wird, zwischen dem Felde 11' und der Gruppe 
A\ zwischen dem Felde 10 und der Gruppe B\ u. s. w. derFaH sein wird. 
Desgleichen sage man von jedem aufserhalb des Quadrats liegenden Felde der 
Spieltafel, dafs es derselben Gruppe entspreche, wie das ihm congruenle des 
Quadrats. 

Diese Beziehungen zwischen den Feldern der Spieltafel und zwischen 
den Gruppen des Systems führen auf folgenden Salz: 

Liegen drei Felder einer horizontalen oder verticalen Reihe neben 
einander, so werden auch die ihnen entsprechenden Gruppen einer ein- 
zigen horizontalen oder verticalen Reibe angehören und alle drei werden 
von einander verschieden sein. 

Denn betrachtet man z. B. drei in einer horizontalen Reihe neben 
einander liegende Felder mn, r/i(n-f-l)> iw(w-j-2), und sind fiv, ii t v n t u H y u 
die ihnen congruenten Felder des abgesonderten Quadrats, so müssen zu- 
vörderst die Zahlen m — (i, m — ,u,, m — fi ii% und folglich auch (i — fi t und 
fi — M 4i durch 3 theilbar oder =0 sein. Nun gehen aber die mit fi, fi i$ fi tl 
bezeichneten Reihen durch das abgesonderte Quadrat (da die Felder fjv, /i 4 r t , 
fi lt v it zu diesem gehören); der Unterschied je zweier der drei Zahlen u, fi if 
fji tt mufs also weniger als 3 betragen und folglich =0 sein. Hieraus folgt, 
dafs diese Zahlen selbst unter einander gleich sind, dafs also die mn, m(M-fi), 
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f/*(/i-f2) congruenten Felder des Quadrats and mithin auch die ihnen ent- 
sprechenden Gruppen des Systems einer einzigen horizontalen Reihe angehören. 
Da ferner die Zahlen n — v, n-\-l — v t9 n-\-2 — r it und mithin auch 
v^\—v t , v-\-2 — v it ebenfalls durch 3 theilbar oder =0 sind, so kann dies 
nicht bei v — r s und v — v 4l der Fall sein; d. h. die Zahlen v, v t , v tl und 
ebenso die mit ihnen bezeichneten Reihen müssen von einander verschieden 
sein. Folglich gilt dasselbe für die Felder ftv, fiv l$ fiv lt und die ihnen ent- 
sprechenden Gruppen. 

Ebenso beweiset man den Satz, wenn die drei neben einander liegen- 
den Felder einer verlicalen Reihe angehören. Es ist übrigens, wie leicht 
zu sehen, nicht nothwendig, dafs die Gruppen, welche drei neben einander 
liegenden Feldern entsprechen, sich in derselben Ordnung wie diese folgen. 
So entsprechen z. B. in der Fig. 1 , wenn man dabei das Quadrat (()) zu 
Grunde legt, die Felder 11, 12, 13, welche in dieser Ordnung von der Linken 
zur Rechten liegen, resp. den Gruppen C, A f , B f , wo diese Ordnung nicht 
befolgt wird und wo sogar die mittlere Gruppe einem äufseren Felde ent- 
spricht, und umgekehrt. 

Da nun die drei Felder, welche bei einem Zuge in Betracht kommen, 
in einer Reihe neben einander liegen, so ergiebt sich aus dem vorigen folgen- 
der Satz: 

Thut man auf der Spieltafel einen nach der Regel des Spiels er- 
laubten Zug und nimmt man von jeder der beiden Gruppen, welche den 
dadurch leer gewordenen Feldern entsprechen, einen Punkt weg, wäh- 
rend man zu derjenigen Gruppe, welche dem durch den Zug besetzten 
Felde entspricht, einen Punkt hinzufügt, so entsteht in dem Systeme ein 
Zug von der in Art. 1 erklärten Art. 

Diesen Zug werden wir seinerseits dem auf der Spieltafel slattgefun- 
denen entsprechend nennen. 

Versteht man endlich unter Projection eines Feldes einen Punkt, wel- 
chen man für dasselbe in die ihm entsprechende Gruppe einträgt, so schliefst 
man weiter auf folgenden Salz: 

Enthält das System im Anfange des Spiels keine anderen Punkte als 
die Projectionen der besetzten Felder, d. h. aller, mit Ausnahme des 
Anfangsfeldes, und begleitet man jeden Zug auf der Spieltafel durch den 
ihm entsprechenden im Systeme, so mufs, wenn die Tafel durch eine 
Reihenfolge von Zügen bis auf ein Feld (das Schlufsfeld) geleert wird, 
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zugleich das System bis auf einen Punkt leer werden, und die Gruppe, 
worin dieser liegt, mufs dem Schlufsfelde entsprechen. 

Hieraus folgt von selbst, dafs die Aufgabe des Solitär- Spiels keiner 
Auflösung fähig sei, wenn das auf die angegebene Weise entstandene Systent 
nicht bis auf einen Punkt geleert werden kann. Wir haben also nunmehr 
ein sehr einfaches Mittel erlangt, die drei zu Anfang dieses Aufsatzes ge- 
stellten Fragen wenigstens Iheil weise zu beantworten. 

Man sondere nämlich von der Spieltafel ein Quadrat von neun 
Feldern ab und bilde mit Rücksicht darauf ein Gruppensystem aus den 
Projectionen aller Felder, lasse sodann nach und nach von jeder Gruppe 
einen Punkt weg und untersuche nach Art. 10, ob die dadurch entstehen- 
den neun Systeme bis auf einen Punkt geleert werden können, oder 
nicht. Ist dies bei irgend einem Systeme unmöglich, und geht man auf 
die Gruppe desselben, von welcher ein Punkt weggelassen worden, 
zurück, so darf in keinem Falle ein dieser Gruppe entsprechendes Feld 
zum Anfangsfelde gewählt werden. Wäre es ferner in keinem Systeme 
möglich, die Gruppen bis auf einen Punkt zu leeren, so liefse die Spiel- 
tafel Oberhaupt keine Auflösung zu. Hat man endlich für ein gewisses 
Feld, als Anfangsfeld, eine Auflösung gefunden, so läfst sich in keinem 
Falle von diesem Anfangsfelde aus zu einem andern Schlufsfelde gelangen, 
wenn dieses nicht dem bei jener Auflösung erhaltenen congrxient ist. 

Denn zwei Auflösungen, die von gleichen Anfangsfeldern ausgehen, 
beziehen sich auf ein und dasselbe System: also mufs auch der Restpunkt in 
beiden Fällen einerlei Lage haben, da diese nach der Bemerkung des Art. 10 
eine vollkommen und nur auf eine einzige Weise bestimmte ist. Die Schlufs- 
felde r müssen folglich einer und derselben Gruppe entsprechen und mithin 
unter sich eongruent sein. 

Man wird nicht übersehen, drifs dieses Mittel, seiner Natur nach, nur 
auf negative Resultate führen kann. Es wird nämlich einerseits dazu dienen, 
gewisse Felder kennen zu lernen (wenn es deren auf der Spieltafel giebt), 
welche in keinem Fall zu Anfangsfeldern gewählt werden dürfen. Andrer- 
seits wird es, bestimmten und zulässigen Anfangsfeldern gegenüber, gewisse 
andre Felder bezeichnen, welche dabei in keinem Fall zu Schlvfsftldern 
geeignet sind. Ob aber die nicht ausgeschlossenen Anfangs- und Schlufs- 
felder wirklich Auflösungen zulassen, und wie man diese finde, sind Fragen, 
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die hier noch unentschieden und einer weiteren Untersuchung vorbehalten 
bleiben müssen. 

Wendet man nun das angegebene Verfahren zuerst auf die durch Fig. 1 
dargestellte Form der Spieitafel an und legt dabei das Quadrat (0) zu Grunde, 
so wird das aus den Projectionen aller Felder bestehende System das folgende: 

3 4 3 

4 5 4 
3 4 3 

zum Zahlensysteme haben. Läfst man nun nach und nach in jeder Gruppe 
einen Punkt weg und bezeichnet die dadurch entstehenden Systeme jedesmal 
mit dem Namen der Gruppe, worin die Verminderung Statt gefunden hat, so, 
ergeben sich rücksichtlich dieser Systeme folgende Werthe für die in den 
Reiben (#) enthaltenen Zahlen: 





A 


B' 


C 


A' 


B" 


C" 


A" 


B'" 


C" 


a' + b' 


6 


6 


7 


7 


7 


7 


7 


7 


7 


a" + b" 


9 


9 


9 


8 


8 


9 


9 


9 


9 


v+y 


7 


7 


7 


7 


7 


7 


6 


6 


7 


«'-fc' 


5 


6 


5 


6 


6 


6 


6 


6 


6 


a" -f c" 


8 


8 


8 


7 


8 


7 


8 


8 


8 


a'"-\-c'" 


6 


6 


6 


6 


6 


6 


5 


6 


5 



Folglich gehören die Gleichnamigkeitsverhältnisse in den erwähnten Reihen bei 
den Systemen A', Ä' ß Ä" zu der ersten, und bei allen übrigen zu der drit- 
ten Kategorie; woraus erhellet, dafs sich alle neun Systeme bis auf einen 
Punkt leeren lassen, dafs also von dieser Seite her kein Grund vorhanden 
ist, irgend ein Feld der Tafel als zu einem Anfangafelde nicht tauglich aus- 
zwtchlieftten. 

Sucht man ferner für jedes der neun Systeme die darauf bezügliche 
Restgruppe auf, was nach den in der Bemerkung des Art. 10 mitgetheilten 
Angaben geschehen mufs, so findet man ohne Schwierigkeit, dafs in jedem 
Systeme die Reslgruppe mit derjenigen übereinstimmt, von welcher ein Punkt 
weggelassen worden war, dafs also das Anfangs- und das Schlufsfeld der- 
selben Gruppe entsprechen; was auf folgenden Satz führt: 
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Sind auf der durch Fig. 1 dargestellten Spieltafel Auflösungen mög- 
lich, so können es keine andern sein, als bei welchen das Schlufsfeld 
mit dem Anfangsfelde identisch oder demselben congruent ist. 
Ganz anders werden sich die Resultate gestalten, wenn man die durch 
Fig. 2 dargestellte Form der Spieltafel in Betracht zieht. Alsdann wird 
nämlich, wenn auch hier das Quadrat (()) zu Gründe gelegt wird, das aus 
den Projeclionen aller Felder bestehende System das folgende: 

4 4 4 
4 5 4 
4 4 4 
zum Zahlensysteme haben. Bezeichnet man nun, wie im ersten Falle, die 
hieraus entstehenden Systeme durch Ä, B f , ... so werden rücksichtlich der- 
selben die in den Reihen (a) enthaltenen Zahlen folgende Werthe haben: 





A' 


B' 


C 


A" 


B" 


C" 


A"' 


B'" 


C" 


fl'+Ä' 


7 


7 


8 


8 


8 


8 


8 


8 


8 


fl" -f *" 


9 


9 


9 


8 


8 


9 


9 


9 


9 


«r+*"' 


8 


8 


8 


8 


8 


8 


7 


7 


8 


a'-jV 


7 


8 


7 


8 


8 


8 


8 


8 


8 


a"+c" 


8 


8 


8 


7 


8 


7 


8 


8 


8 


«r+«"' 


8 


8 


8 


8 


8 


8 


7 


8 


7 



Folglich werden nur die Systeme B', B'" 3 A", C" bis auf einen Punkt ge- 
leert werden können, indem die Gleichnamigkeitsverhältnisse in den Reihen («) 
bei dem Systeme C" zu der ersten, bei den Systemen B', B'" 3 A" zu der 
dritten Kategorie gehören, während bei den übrigen Systemen andre Kate- 
gorien gelten. Hieraus ergiebt sich also, dafs in der durch Fig. 2 dargestell- 
ten Form der Tafel die zulässigen Anfangsfelder nur unter den, den Gruppen 
B\ B"\ A", C" entsprechenden Feldern, nämlich unter 

10, 13, 2'0, 13', 



l'O, 


20, 


1'3, 


1'3\ 


Ol', 


31V 


02, 


3'1', 


Ol, 


31, 


3'1, 


02', 



vorhanden sein können, dafs hingegen die übrigen 21 Felder als dazu jeden- 
falls nicht tauglich, ausgeschlossen werden müssen« 
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Bestimmt man ferner, wie oben, die Restgruppen nach den in Art. 10 
enthaltenen Angaben, so findet man 

für das System V die Restgruppe B w , 



- - - B'" - 




- 


B', 


- - - A" - 




- 


C", 


- - _ C" - 




- 


A", 


woraus sich folgender Satz ergiebt: 








Ist in einer der beiden Linien 








10, 13, 


2'0, 


13', 




l'O, 20, 


1'3, 


1'3', 




oder in einer dieser andern 








Ol', 31', 


2, 


3T, 




Ol, 31, 


3'1, 


2', 





ein Feld als Anfangsfeld zulassig, so mufs das Schlufsfeld in der an- 
dern der zusammengehörigen Linien enthalten sein. Das Schlufsfeld kann 
also niemals, wie im ersten Beispiele, mit dem Anfangsfelde identisch 
werden. 



Nachdem somit unsre Aufgabe zu Ende geführt ist, wollen wir noch 
zeigen, wie man aus jeder bestimmten Auflösung gewisse andre herleiten 
könne. Dazu können verschiedene Hfllfsmittel dienen, welche wir hier nach 
einander in Erwägung ziehen werden. 

I. 

Ist von drei in einer Reihe neben einander liegenden Feldern F', F", 
F" ( nur ein äufseres F'" besetzt, und bringt man die Marke desselben auf 
das andre äufsere Feld F\ während man auch das mittlere F" durch eine 
zweite Marke besetzt, so nenne man dies einen Zug zweiter Art**). Da- 
gegen nenne man die bis jetzt betrachteten, eigentlichen Zage, zur Unter- 
scheidung von diesen, Züge erster Art. 

Hat man einen Zug der einen Art gethan, so kann man denselben 
immer durch einen der andern Art wieder aufheben. So wird z. B. der 
Zug zweiter Art von F m auf F\ welcher den erster Art von F' auf F'" 



*) Diese Züge sind es, welche Leibnitz als Ersatz der üblichen in Vorschlag bringt, 
um durch sie gewisse Felder nach und nach zu besetzen und auf diese Weise bestimmte 
Figuren zu bilden, woraus allerdings eine gröfsere Mannigfaltigkeit der Aufgaben hervor- 
geht, was aber im Grunde auf die Annahme verschiedener Spieltafeln hinauskommt. 
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möglich macht, durch diesen wieder aufgehoben. Dasselbe wird der Fall sein, 
wenn man, insofern es möglich ist, zuerst den Zug erster Art von F' auf 
F'" thut und darauf den Zug zweiter Art von F'" auf F f folgen läfst. In 
beiden Fällen wird nämlich der Zustand der Tafel, wie er vor den Zügen 
war, wieder hergestellt. 

Zöge beider Arten, welche einander aufheben, sollen Gegenzüge von 
einander heifsen. 

Aus diesen Erklärungen ergeben sich ohne Weiteres folgende Sitze: 

1. Bezeichnet man eine Tafel, auf welcher gewisse Felder besetzt, 
gewisse andre unbesetzt sind, mit T f , und dieselbe Tafel, wenn sie sich 
im entgegengesetzten Zustande befindet, d. h. wenn alle auf T' besetzten 
Felder auf ihr unbesetzt sind und umgekehrt, mit T" , so kann man, 
wenn auf T' ein Zug erster Art von F auf f möglich ist, auf T" dessen 
Gegenzug, nämlich den Zug zweiter Art von f auf F thun. 

2. Fahrt man beide Züge wirklich aus, so wird auch nach den- 
selben der Zustand von T' und T" entgegengesetzter Art sein. 

Man nehme nun an, dafs auf der Tafel 2" alle Felder bis auf eins, 
z. B. f, besetzt seien, und dafs sich durch eine Reihenfolge von Zügen erster 
Art, nämlich 

von F' auf f, 

- F" - f", 

* 

- F n ~ l - f n ~ l y 

alle Felder bis auf f* leeren lassen. In diesem Falle ist es auch möglich, 
auf der Tafel T" durch die Gegenzüge zu den eben angegebenen, wenn sie 
sich in derselben Ordnung wie diese folgen, alle Felder bis auf /"* zu besetzen. 
Denn da zu Anfang der Zustand von T" demjenigen von T 1 ent- 
gegengesetzt ist und man auf dieser Tafel den Zug (erster Art) von F 
auf/* thun kann, so mufs auch auf T" dessen Gegenzug, nämlich der Zug 
(zweiter Art) von f auf F' möglich sein, und durch diese beiden Z^ge 
wird der Zustand der Tafel nicht aufhören, entgegengesetzt zu sein. Da man 
ferner nach jenen Zügen auf T' den von F" auf f" thun kann, so kann 
man auch auf T" dessen Gegenzug von f" auf F" thun; und auch nach 
diesen beiden wird der Zustand der Tafeln entgegengesetzt bleiben. Schreitet 
man nach und nach zu allen folgenden Zügen weiter, so mufs, so lange der 
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Zustand der Tafeln entgegengesetzt bleibt,, für jeden Zug auf der Tafel 7" 
dessen Gegenzug auf der Tafel T" möglich sein, und also auch nach den- 
selben derselbe Gegensatz besteben. Folglich raufs dies vor und nach jedem 
Zuge der Fall sein, so dafs alle Gegenzüge möglich sind und auf T" nach 
und nach alle Felder bis auf /* besetzt werden können. 

Hat man aber auf der Tafel T" nach einander alle Züge zweiter Art 

von f auf F\ 

- f - F", 

- f— 1 - F n ~\ 

- r - F *> 

gethan und dadurch alle Felder bis auf f* besetzt, so kann man alle diese 
Züge, yon dem letzten zum ersten zurückgehend, durch ihre Gegenzüge, 
nämlich durch die Zöge erster Art 

von F H auf f\ 

- F n -* 1 - f n ~ l , 

m 

m 

- F" - f", 

- F' - f 

wieder aufheben und auf diese Weise alle Felder bis auf f von neuem 

leeren. Dies giebt folgenden Satz: 

Kennt man eine Auflösung, bei welcher f das Anfangs- und f" 
das Schlufsfeld ist, so läfst sich daraus eine andre herleiten, bei welcher 
jene Felder ihre Bedeutung mit einander verlauschen. Dies geschieht, 
indem man die Ordnung der Züge umkehrt. 

II. 

Hat man eine Auflösung gefunden, bei welcher F f das Anfangsfeld 
ist, und geht der erste Zug von F f " auf F', bezeichnet man ferner das zwi- 
schen diesen liegende Feld mit F" und das auf der andern Seite von F' n 
in derselben Reihe befindliche (wenn es ein solches auf der Tafel giebt), 
mit F xy , so kann man auch F ir als Anfangsfeld annehmen. 

Denn thut man unter der Voraussetzung, dafs F' das Anfangsfeld sei, 
den ersten Zug (von F'" auf jF"), so werden in Folge davon nur die bei- 
den Felder F" und F'" unbesetzt, alle andern Felder der Tafel hingegen 
besetzt sein. Dasselbe wird aber offenbar auch dann {Statt finden, wenn F" 
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das Anfangsfeld war und der ersle Zog von F" anf F lY ging. In beiden 
Fällen wird also der Zustand der Tafel nach dem ersten Zuge derselbe sein; 
mithin kann man auch auf den Zug von F" auf F iy dieselbea Zöge folgen lassen 
wie auf den von F'" auf F' und dadurch das gleiche Resultat erreichen. 

Auf ähnliche Weise, wie das Anfangsfeld, kann man auch das Schlufo- 
feld mit einem andern vertauschen. Ist man nämlich zu einem Schlufsfelde f 
gelangt und war der letzte Zug von /'" auf f; ist ferner /*" das zwischen 
diesen liegende Feld und giebt es in derselben Reihe, auf der andern Seite 
von /*'" ein Feld f iy : so sind vor dem letzten Zuge die Felder f" und /*'" 
die allein besetzten der Tafel. Man kann also eben sowohl den Zug von f" 
auf f* y , als den von /'" auf f Ihun, wodurch man f iy statt f als Schlufs- 
feld erhält. 

Man sieht hieraus, dafs, wenn man von dem Anfangsfelde F f aus zu 
dem Schlufsfelde f gelangen kann, oder, wie sich der Kürze wegen sagen 
läfst, wenn die Aufgabe F' . . .f eine Auflösung zuldfsf, dies auch in Be- 
äug auf die Aufgaben: F iy .../\ F' ...f", F iy ..'.f iy der Fall sein wird, 
vorausgesetzt, dafs die Felder F [Y und / 1V wirklich auf der Tafel liegen. 

in. 

Die bis jetzt angegebenen Hfllfsmittel finden ihre Anwendung, welches 
auch die Form der Spieltafel sei. Wir wollen jetzt noch auf ein andres 
aufmerksam machen, welches nur bei solchen Tafeln benutzbar ist, auf denen, 
wie in den Figuren 1, 2, 3, alle Felder symmetrisch um ein Mittelpunkts- 
feld (00) herumliegen. Bedient man. sich in diesem Falle der oben erklärten 
Bezeichnung der Felderreihen (... 2, 1,0, 1', 2', ...) und der darauf beruhen- 
den Bezeichnung der Felder selbst, so lassen sich zwei Felder, mn u-id /uv, 
ähnlich liegende nennen, wenn die Reihe m und eine der Reihen fi, v, und 
zugleich die Reihe n und die andre der Reihen /u, v von 00 gleichen Ab- 
stand haben, wenn also die Zahlenpaare m und fi, n und v, oder diese an- 
dern: m und v, n und fi gleiche absolute Werthe haben. Es wird folglich 
auf jeder Tafel, deren Felder symmetrisch um 00 herumliegen, je acht unter 
einander ähnlich liegende Felder geben, die, wenn für — m und — n resp. 
ml und n' geschrieben wird, allgemein durch 

mn, m'n, mn', m'n', nm, nm r , ritn, n'm' 
bezeichnet werden können. Es ist jedoch hierbei nicht zu übersehen: 
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l>tens jgfg diese Anzahl sich auf vier reducirt, wenn m oder n = 
ist, da in diesem Falle *» = *»', oder n = n' sein wird, und ferner, wenn 
m=n, da alsdann die Felder mn nnd nm, m'n und nm', u. s. w. identisch sind; 

2**" dafs sie sich auf eins reducirt, wenn «i = n = ist. 

So giebt es z. B. in Figur 1 folgende Gruppen ähnlibh liegender Felder: 

1. 00 

2. 10, l'O, Ol, Ol' 

3. 20, 2'0, 02, 02' 

4. 30, 3'0, 03, 03' 

5. 11, l'l, 11', IT 

6. 12, 1'2, 12', 1'2', 21, 21', 2'1, 2T 

7. 13, 1'3, 13', 1'3\ 31, 31', 3'1, 3T. 

Nun giebt es aber für jede Tafel, auf welcher alle Felder symmetrisch 
am 00 herumliegen, acht verschiedene Lagen, in welchen sie denselben Raum 
einnehmen wird. Diese Lagen lassen sich durch folgende Schemata andeuten, 
in welchen nur die zunächst um 00 herumliegenden Felder 10, Ol, l'O, Ol' 
angegeben sind: 

10 Ol' l'O Ol 

l. Ol' 00 Ol 2 . l'O 00 10 3. Ol 00 Ol' 4. 10 00 l'O 

l'O Ol 10 01 ' 

10 Ol l'O Ol' 

5. Ol 00 Ol' e. l'O 00 10 7. Ol' Ol s. 10 00 l'O. 

l'O Ol' 10 Ol 

Die Lagen 2, 3, 4 erhalt man nämlich aus der ersten, wenn man die 
Tafel in ihrer Ebene von der Linken zur Rechten um 00 herumdreht, bis 
das Feld 10 mit Ol, dann mit l'O und endlich mit Ol' zusammenfällt. Ferner 
geht die erste Lage in die fünfte über, wenn man die Tafel um die Reihe 
. . . 10 00 l'O . . . auf eine solche Weise herumdreht, dafs die nach unten 
gekehrte Seite ihrer Ebene nach oben zu liegen kommt; und umgekehrt. 
Aus der fünften Lage endlich entstehen die Lagen 6, 7, 8 auf dieselbe Weise, 
wie die Lagen 2, 3, 4 aus der ersten. 

Betrachtet man diese verschiedenen Lagen näher, so überzeugt man 
sich leicht, dafs, wenn man eine solche symmetrische Tafel aus der ursprüng- 
lichen Lage in eine andre bringt, in welcher sie wieder denselben Raum ein- 
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nimmt, jedes Feld ein ihm ähnlich liegendes decken werde, und zwar, mit 
bestimmteren Worten: dafs allgemein jedes Feld 

mn in der Lage 2 mit rim in der ersten. 



3 


- 


m'n 1 


4 


- 


nm f 


5 


— 


mn! 


6 


— 


ntn 


7 


- 


mn 


8 


w 


nV 



zusammenfallen werde. 

Hat man also eine Auflösung gefunden, bei welcher m {) n {) das Anfangs- 
feld ist, so ergeben sich daraus andre, bei welchen irgend ein mit m ff ähnlich 
liegendes Feld /l^Vq zum Anfangsfelde dient. Dies wird deutlich werden, 
wenn man zuvörderst die Spieltafel aus der ursprünglichen Lage in eine 
andre bringt, worin sie wieder denselben Raum einnimmt, worin aber tn (i n 
mit fj {} v zusammenfällt. Alsdann wird nämlich auch jedes andre Feld, tn k n k> 
mit einem Felde /u k r k zusammenfallen, welches aus jenem durch dieselbe Sub- 
stitution entsteht, wie /u v aus m n . Geht also, bei der als bekannt angenom- 
menen Auflösung, der erste Zug von w 1 n 1 auf tn^n^ und allgemein der k Xc Zug 
von m k ^ l n k+l auf m k n kß so fallen diese Züge mit denen von u A v i auf //„r,,, ... 
von fijt+iVk+x auf p\Vi, ... zusammen. Diese letzteren, bei welchen fi v 
das Anfangsfeld ist, führen mithin gleichfalls zu einer Auflösung, und zwar 
zu einer, bei welcher das Schlufsfeld sich aus dem bei der ersten erhaltenen 
durch dieselbe Substitution wie /u r aus m Q n herleiten läfst. 

IV. 

Wendet man die obigen HülfsmiUel auf die durch Fig. 1 dargestellte 
Form der Spieltafel an, so erhellt aus dem letzten derselben, dafe es genüge, 
von jeder Gruppe ähnlich liegender Felder immer nur eins als Anfangsfeld 
in Betracht zu ziehen, also z. B. die folgenden: 

00, 30, 2'0, 30, 11, 12', 13, 
die, nach ihrer Congruenz, auf folgende Weise geordnet werden mögen: 

00, 30, ... 10, 2'0, 13, ... 11, 12'. 
Da Aun, wie oben gezeigt > für diese Form der Tafel jedes Anfangsfeld nur 
ein mit ihm identisches oder ihm congruentes Schlufsfeld zuläfst, so werden 
alle denkbaren Aufgaben in den folgenden inbegriffen sein: 

48* 
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1. 00... 00 e. 30... 00 it. 10... 10 15. 2'0...10 

■>. 00... 30 7. 30... 30 12. 10... 13 16. 2'0...13 

3. 00... 03 8. 30... 03 13. 10...2'0 17. 2'0...2'0 

4. 00...3'0 9. 30...3'0 14. 10.. 13' 18. 2'0.. ..13' 
3. 00... 03' 10. 30... 03' 

19. 13... 10 23. 11... 11 26. 12'... 11 ' 

20. 13... 13 24. 11...2'1 27. 12'....2'1 

21. 13...2'0 25. 11... 12' 28. ltf..'. 12' 

22. 13... 13' 

Von diesen Aufgaben lassen sich jedoch «verschiedene, tbeils vermöge 
des letzten Hülfsmittels, tbeils vermöge des ersten, oder beider zugleich, ge- 
genseitig auf einander zurückführen. Dies wird namentlich bei joder der fol- 
genden Gruppen von Aufgaben der Fall sein: 

I. 2, 3, 4, 5, 6 IL 8, 10 III. 12, 14, 19 IV. 13, 15 

V. 16, 18, 21 VI. 24, 25, 26. 

Es bleiben also aus diesem Grunde nur folgende 16 Aufgaben übrig: 

10 ...10 
10 ...13 
10 . . . 2'0 
13 . . . 2'0 
2'0 . . . 2'0 
13 ...13 
13 ...13' 

Aber auch diese Anzahl wird sich noch verringern lassen, wenn man 
schliefslich das zweite Hülfsmittel anwendet. Bezeichnet man nämlich allge- 
mein einen Zug, der von F auf f geht, durch F—f, und ferner eine Auf- 
gabe p ...p, bei welcher nicht nur das Anfangs- und Schlufsfeld (/" und 
/*), sondern auch der erste und letzte Zug QF'—p und F*—p*) zu den 

Forderungen gehören, durch 

F'—f 

F'—p * 

20 00 

so wird man aus der Auflösung der Aufgabe 2 q_oo vermö £ e ^ es zwe ' ,en 

Hfllfsmitlels auch diejenige von -r ~ 3Q und von jq~ Q herleiten können ; sie 
wird folglich zugleich den Aufgaben l, 2, 3 genügen. 



1. 


00 ... 00 


6. 


2. 


00 ... 30 


7. 


3. 


30 ... 30 


8. 


4. 


30 ... 03 


9. 


5. 


30 . . . 3'0 


10. 
11. 
12. 



13. 


11 ...11 


14. 


11 ...12' 


15. 


12' . . . 2'i 


16. 


12' . . . 12' 
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Auf Ähnliche Weise findet man, dafs die Auflösung von .. .^ den 

Aufgaben 6, 7, n; ferner die von ~orn ^ en Aufgaben 8, 9 und endlich 

11'— 11 
die von .., .. den Aufgaben 13, 14, 16 Genüge leistet. Demnach wer- 
den alle Aufgaben, welche bei der in Betracht gezogeuen Tafel vorkommen 
können, sich auf eine der folgenden zurückführen lassen: 

20—00 12—10 11'— H 



!• 7^ ™ 4. TS ITT 8. 



20—00 " 12-10 "* 11'— 11 

2. 30. ..03 5. ^~™ 9. 12'...2'1 

3. 30...3'0 6. 2'0...2'0 

7. 13... 13' 

Wir fügen hier zum Schlüsse Auflösungen dieser verschiedenen Fälle 
bei, woraus sich die Auflösbarkeit aller möglichen Aufgaben thalsächlich und 
ohne weiteres ergiebt. 

i\ ~\ 20 ~ °° 
t-'v 20—00 ' 

1. 20 -00 7. Ol' — 21' 13. Ol— 2'1 19. 02 —00 25. 1'3'-1T 

2. 12 -10 8. 31'— .1 1' 14. 1'3 — l'l 20. 2T-01' 26. 3'0 — l'O 
3.00—20 9.10 — 12' 15. 13 — 1'3 2i. 1'3'-1T 27. l'O— 1'2' 
4. 12' — 10 10. l'l -r 11 ig. 1'0-1'2 22. 01'-2T 28. 3T— l'l' 
6. 3t' -11' 11. 21-01 17. i'3-1'1 23. 13'-1'3' 29. 1'2'-1'0 
6.31-31' 12. 3'1 -l'l 18. 2't-01 24. 12'-1'2' 30. l'O— 10 

31. 20—00 

(2.) 30 . . . 03. 

1. 10—30 7. 13'— 11' 18. 1'0-1'2' 19. 12 — 10 25. 01-21 

2. 12'- 10 8. 1'3'— 13' 14. 3T — IT 20.31-11 26.13-11 

3. 00-20 9. 1'2' — 12' 15. 3'1 — 3T 21. 10-12 27. 21— Ol 

4. 31' — 11' 10. Ol'— 21' 16. Ol'— 2't' 22.13-11 28. 2'0 — 00 
5.30-10 11. 13' — 11' 17. 3T-1T 23. 1'3 — 13 29.0 0-02 
6.10—12' 12. 21' -Ol' 18. 1'2'— l'O 24. 1'2 — 12 so. 2'1 — Ol 

31. 01—03 
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(3.) 30 . . . 3'0. 
Von Zug 1 bis Zug 24 wie in der vorigen. 

25. l'O — 1'2 29. 11 -l'l 

26. 11 — l'l 30. 1'2-1'0 

27. 13—11 31. l'O — 3'0 

28. 2'1— Ol 

■ 

,... 12 — 10 
^ -12=10" 

i. 12 -10 7. Ol' -21' 13. 2T— pl' 19. l'O— 1*2' 25. 1'0-1'2 

2.31—11 8. 13'-11' 14. 1'3' — l'l' 20. 3T-1T 26. l'3-l'l 

3.10—12 9. 21' -Ol' 15. Ol' — 2T 21. 1'2'-1'0 27. 2'1-01 

4. 30 —10 io. l'l' — 11' 16. 3T— l'l' 22. Ol -2'1 28. 12-1'2 

5. 11' — 11 ii. 03'-01' 17. 3'1 — 3'1' 23. 1'3— l'l 29. 00-02 

6. 31' — 11' 12. 11' — l'l' 18. 2'1 — 2T 24. 13— 1'3 30. 1'2 — 12 

3i. 12 — 10 

^J 00— 2'0 

Von Zug 1 bis Zug 27 wie in der vorigen. 

28.12 — 10 29. 10— l'O 30.02 — 00 31. 00 — 2'0 

(6.) 2'0 . . . 2'0. 

1. 00 — 2'0 7. 12 — 1'2 13. l'O— 1*2' 19. 2T-01' 25. 12 -10 

2. 1'2-1'0 8. Ol— 2'1 14. 1 '3' -l'l' 20.10 — 12 26.20-00 

3. 3'1 — l'l 9. 1'3 —l'l 15. 13' — 1'3' 21. 31 —11 27. 00 —0 2' 

4. 1'0-1'2 io. 2't— Ol 16. 12' — 1'2' 22. 31' — 31 28. 21' — Ol' 

5. l'3-l'l n. 1*2' — l'O 17. Ol' — 2'!' 23.01-21 29. 02'-00 

6. 13-1'3 12. 3T— IT -18 1'3' — IT 24. 3 1 -11 30. 3'0-l'0 

31. — 2'0 

(7.) 13 . . . 13'. 

1. 11 — 13. Von Zug $ bis Zug 6 wie bei . ~. ; von Zug 7 bis 

Zug 30 die den Zögen in derselben Auflösung horizontal gegenüberstehenden, 
d. h. für jeden Zug mn—r/uv diesen andern: r/i(— n) — [i(— v)\ also nach 
unsrer Bezeichnung, für mn — uv, mit! — uv* ; für tnn — //V, mri — uv, u. s. w. 
31. 11'— 13'. 



30. Reif*» zur Theorie des Solitär- Spiel*. 



379 



1. 11' — 11 

2. 31'- 11' 

3. 31 - 31' 

4. 21 —21' 

5. 12' -10 



7. 10,-12* 

8. 13' — 11' 

9. 1'3'-13' 
io. 1'2'-12' 
u. 01' — 21' 



13. 21' -of 

14. o 1 - 21 

15. 1 3 - 11 

16. 21 —01 

17. l'l —11 



19. 11 -l'l 

20. 2'1 — 1 

21. 1'3 - l'l 

22. 1 - 2'1 

23. 3'1 -l'l 



25. 2T-2'1 

26. l'O - 1'2 

27. 3'1 -l'l 

28. 1'2 — l'O 

29. IT -11' 



6. 31' — 11' 12. 13'-11' i8. 03 -Ol 24. 3T-3'1 so. l'O -10 

31. 11' -11 

(9.) 12'...2>'1. 
i. 10—12'. Von Zug 2 bis Zug 28 wie in der vorigen. 

29. 01'-2T 30. 00-2'0 3i. 2T-2'1. 

Frankfurt a. M., den 26. März 1853. 
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31. 

Ueber die Bewegung eines Punktes auf der 

Oberfläche eines Ellipsoids. 

(Von Herrn Schellbach.) 



¥ §1. 

Jeder Punkt der Oberfläche eines Ellipsoids, dessen Goordinaten x, y, z 

sein mögen, läfst sich durch die Axen des Centralschnitls bestimmen, dessen 
Ebene der Berührungsebene im Punkte xyz parallel gelegt ist. Um dies 
nachzuweisen wollen wir zunächst die Axen dieses elliptischen Centralschnitls 
berechnen. Die Quadrate der Halbaxen des Ellipsoids mögen mit a, b, c be- 
zeichnet werden, so dafs 

(1.) - + £ + - = 1 

v J a ' 6 '• c 
seine Gleichung und 

die Gleichung der Ebene des Centralschnitls wird, welche der Berührungsebene 

a ' b ' c 

des Punktes xyz parallel ist, während £, rj, £ die laufenden Coordinaten bedeuten. 
Das Quadrat des Radius des elliptischen Centralschnitls, welcher vom 
Mittelpunkte nach irgend einem Punkte £t?£ der Peripherie desselben gezogen 
ist, sei u, dann ist 

(30 *» + if + ? « », 
und da £??£ im Ellipsoid liegt, so ist auch 

Betrachtet man die vorige Gleichung als die Gleichung einer Kugel- und zieht 
von ihr die letzte Gleichung ab, nachdem man beide Seiten mit u multiplicirt 
hat, so erhält man 

(50 Z {a -u)+£{b-u) + £{c-u) = 0, 

die Gleichung einer Kegelfläche, deren Spitze im Mittelpunkt des Ellipsoids 
liegt, und deren Mantel durch den Durchschnitt des Ellipsoids und der Kugel 
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geht. Wenn der willkürlich gewählte Punkt §rj£ nicht im Scheitel der grofsen 
oder kleinen Axe des Centralschnitts liegt, so giebt es vier Punkte in der 
Peripherie dieses Schnittes , welche gleiche Entfernung vom Mittelpunkte des 
Ellipsoids haben, die Kegelfläche (5.) wird also die Centralebene (2.) in zwei 
gegen die Axen der Ellipse gleichgeneigten Durchmessern schneiden ; ist aber 
der Punkt £% ein Scheitel der Centralellipse, dann fallen diese beiden Linien 
in eine einzige zusammen, welche entweder die grofse oder kleine Axe dieser 
Ellipse sein wird , und die Centralebene (2.) wird in diesen beiden Fällen die 
Kegelfläche (5.) nicht schneiden, sondern nur berühren. Die Berührungsebene 
an diese Kegelfläche im Punkte §tjC ist aber 

wenn §', rf, £' die laufenden Coordinalen sind. 

Diese Ebene und die Ebene (2.) müssen also identisch sein. Da die 
laufenden Coordinaten in (2.) §, v, s und in (5 f .) £', rf, £' genannt wurden, 
so hat man also 

x = |(ö — ii); y = ?;(6 — u); z = £(c — u) 

und die hieraus entspringenden Werthe von £, r n £ in die Gleichung (2.) ein- 
gesetzt, geben die Gleichung 

( 6 a (a—u)^b(b—u) +c(c-u) = °» 

aus welcher die Halbachsen der Ellipse gefunden werden, in welcher das 
EUipsoid von einer Ebene geschnitten wird, die der Berührungsebene im 
Punkte xyz parallel ist. 

Die quadratische Gleichung (6.) hat zwei Wurzeln, die mit u und v 
bezeichnet werden mögen, so dafs |/ti und y/v die beiden gesuchten Halbaxen 
sind- Es findet aufser (6.) also noch die andere Gleichung statt 



* % i y % , * f 



C 7 a(a-v) +6(6— v) + c(c— v) ~ °' 
Aus den Gleichungen (6.), (7.) und (1.) können jetzt die Grofsen 

— , ^-, — gefunden werden, oder man kann jetzt die Coordinaten jedes 

Punktes des Ellipsoids durch die Grofsen a, b, c, u, v ausdrücken. 

Um die Auflösung dieser drei Gleichungen leicht zu bewerkstelligen, 
bedenke man, dafs wenn 

(a — b)(a—c), (6 — a){b — c), {c — «)(<? — *) 
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entsprechend durch 

A, B, C 

bezeichnet werden, dann die bekannten identischen Gleichungen stattfinden 



(8.) 


aA ~TJ]T~r e c 


— JL 


(9.) 


-!~L * _L * 

A t ß T- c 


= 


(10.) 


• X * 4- e 


= 


(11) 




= 1 


(12.) 




= a-f-JXc. 


Bezeichnet man nun noch 






(«— «)(a — »), 


(*-«)(Ä-r), 


(c-v)(c — v) 



durch 

;*', B', C, 
so hat man offenbar wegen der drei Gleichungen (9.), (10.) und (11.) 

A> Ri C 

r ß(b— u)*C(c— u) ~~ v 



A(a—u) ' B(b— u) r C(e— u) 

* I B ' I ^ - o 

-d(a— ») T Ä(6— »)~C(c— w) 

T ff T T! — *• 



A f ß f C 

Vergleicht man diese drei Gleichungen mit den Gleichungen (6.), (7.) und (l.) 9 
so sieht man, dafs 

*L = C 9 _ (c—u)(e—v) 
e TT (c—a)(c—b) 

sein mufs, dafs also durch diese Gleichungen die Coordinaten jedes Punktes 
der Oberfläche des Ellipsoids durch die Halbaxen }fu und fa des Central- 
Schnitts bestimmt werden können, welcher der BerOhrungsebene im Punkte xyz 
parallel läuft Da hier durch u und v nur die Quadrate von xyz gefunden 
werden, so entsprechen jedem u und v acht verschiedene Punkte des Ellipsoids. 
Es mag noch bemerkt werden, dafs die Durchschnitte der beiden Kegel (6.) 
und (7.) mit dem EUipsoide (1.) die KrQmmungslinien desselben bilden, welche 
durch die erwähnten acht Punkte gehen. 
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§. 2. 

Die Differentiale der Gleichungen (13.) geben 



«■-->£(»-i&-*Ö- 

Bezeichnet man nun 

( fl — n)(Ä _ti)(c_ti) = tf und (a-vXb — v)(c-v) = P, 
so finden wieder die schon benutzten identischen Gleichungen statt: 

* . * .« * 

A(a— u) T Ä(6— «) T C(c— m) TT 

a I * I _ c — «L 

J(a— «) T B(b—u) T C(c— «) TT 

q* . y . e* _ «* 
A(a— u) * Ä(6— «) T C(c— «) TT 

ond die Ähnlichen, in denen t» nnd V durch © nnd V ersetzt werden mfissen. 
Mit Hülfe dieser Gleiohangen findet man sogleich 

oder wenn man das Bogenelement mit de bezeichnet 

ma-x AJ u—vfudu % vdv % \ 

Ebenso leicht ergiebt sich auch noch 

und durch (8.) und (12.) gelangt man sogleich zu 

r iqj\ * % jl y % j- ** — - HOL 

und 

(17.) a?* -f- y 2 -f- * 2 = a-j-Ä-f" c— il — *• 

§. 3. 
Nach diesen Vorbereitungen kann man nun leicht die Bewegung eines 
Punktes auf der Oberfläche eines Ellipsoids bestimmen, der von einer Kraft x 
Dach dem Mittelpunkte desselben gezogen wird, die proportional der Entfer- 
nung wirkt. 



384 Si. Schellbach, Bewegung eines Punktes auf dem 

Die Gleichung des Ellipsoids sei die Gleichung (1.), und der Wider- 
stand desselben normal gegen seine Oberfläche werde mit X bezeichnet. Die 
Bewegungsgleichungen sind dann, wenn man die Differentialquotienten in Be- 
zug auf die Zeit t durch Accente ausdrückt 

(18.) x" = £ + xx, /' = £ + *>.; «"«£ + „. 
Man erhält aus ihnen sogleich 

Differentiirt man (1.) zweimal nach einander, so erhält man 

(200 sl+jf+fi-o, 

(2i) -^-+— r-r+T+T+T = °- 

Bezeichnet man nun 

T+T + T" 8 * 

so verwandelt sich (19.) vermöge (1.) und (21.) in 

(22.) -y = Xp-\-x, 
ferner erhält man leicht aus (18.) 

Diese Gleichung ist aber wegen (20.) und der Wertbe von p und y nichts 

anderes als 

(23.) q' = Xp'. 

Eliminirt man X aus (22.) und (23.), so gelangt man zu 

von welcher Gleichung 

(24.) p(q+x) = A 

das Integral ist, mit der Constanten A. 

Aus den Gleichungen (18.) bildet man sich noch, mit Rücksicht auf (20.), 
leicht die Gleichung 
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deren Inlegral 

(250 *' " + r" + *" = * (* 2 + r 2 + * 2 ) '+ ö 

ist. 

Benutzt man nun die Gleichungen (14.) und (17.), so gewinnt die 
letzte Gleichung, wenn man die Constante x(a-\- b-\-c)-\- B durch C bezeich- 
net, die Gestalt 

, ft «. u — v /uu n Vl/*\ g>* / I \ 

(26.) -5-C-77 fr) = C- *(«+»). 

Nacb (16.) ist /»nichts anderes als -r-, und nach (15.) ist 

Daher ergiebt sich aus (24), wenn man abcA durch D bezeichnet, 

» 

Der Quotient der beiden letzten Gleichungen fahrt endlich, wenn man dl 2 
forthebt, zu der Differential - Gleichung der Bahn des bewegten Punktet 

oder zu 

T281 A du _ + Vvd* 

1 J yt/(ü— Cu+xu*) -jV(U—Cv+*» 9 )' 

in welcher die Veränderlichen gesondert erscheinen. Vertauscht man u mit 
— und v mit — , so nimmt diese Gleichung die Gestalt an 

(29.) dr = + , = — - - 

^ J i(ar— i)(br— l)(er— \)(Ur % — Cr+x) "~ i{<M— i)(bs— i)(c*— \, y :*—Cs+x) 

Wenn nun v als Function von u bestimmt ist, so Ififst sich aus den Glei- 
chungen (26.) oder (27.) auch / als Function von u ausdrücken und somit 
für jede Zeit t das zugehörige u berechnen 

M 

Man kann jetzt auch die Bewegung eines Punktes auf dem Ellipsoide 
bestimmen, wenn ihn ein widerstehendes Mittel hemmt. Der Widerstand habe 
die Form av-{ßv 2 , wo v die Geschwindigkeit und a conslant oder eine 
Function der Zeit sein kann, eben so wie ß als eine Constante oder als 
Function des Bogens s betrachtet werden kann. 
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Die Bewegungsgleichungen sind dann 

oder wenn man der Kürze wegen a-^ßv — x setzt 

(30.) x" = ^ + xx f ; r » = ^ -f */; *" = i5-f-**'. 
Aus diesen drei Gleichungen erhalt man mit Benutzung der früheren Zeichen 

oder 

(31.) ?'= # + 2*1, 

ferner 

oder 

(32.) — q = lp. 

Eliminjrt man Ä.ans diesen beiden Gleichungen, so gelangt man zu 

P ' 7 

oder 

(33.) $E -f. 5l «= 2x5* = 2 («5/ -f ßvdt) = 2 («0/ + £ö#). 

Bezeichnet man nun 

2/«d* = T und 2/ßd* = « 

und nennt die Inlegrationsconslante A, so ist das Integral dieser Gleichung 

(34.) pq = Ae T + s . 

Ans (30.) gelangt man nun noch leicht zn 

a?V +//'+*'*" = x(x'*-f /• + *") 
oder 

«V = x*'» 
oder 

(35.) ^- = xd/. 

Von dieser Gleichung ist das Integral 

(36.) *' = lfo»i r +4>, 
wenn B die Integrationsconstante bedeutet. 



oder 
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Das Quadrat dieser Gleichung giebt 

*" jr+s ^ PI 

W * A ' 

2FT - \~0 FV — "Sc T~\ V — Tv 

abcA 

Aus dieser Gleichung hebt sich dt fort und, für — irr- = £> gelangt man von 
ihr aus sogleich zu der Differentialgleichung der Bahn, der Curve 

welche natürlich zugleich die kürzeste Linie auf dem Ellipsoide darstellt. 

Die Auflösungen dieser Aufgaben, die ich seit einigen Jahren besitze, 
Ihöilte ich vor längerer Zeit Herrn Dr. Borchardl mit, der mir in einem 
Collegien- Hefte des verewigten Jacohi die erste derselben gelöst zeigte ; da 
aber die zweite sich dort nicht bebandelt findet« auch die Metboden Jacobi's 
zur Lösung zu gelangen ganz andere als die meinigen sein sollen, so ver- 
öffentliche ich jetzt meine Auflösungen, um dem Wunsche einiger wissen- 
schaftlichen Freunde zu genügen. 

Berlin, 1857. 
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32. 

Lagrange 3 » Umkehrungsforniel. 

(Von Herrn E. /leine.") 



An ähnlicher Art, wie ich neulich (S. 68 dieses ßandes) die Vai iations- 
rechnung zur Umformung eines analytischen Ausdrucks anwendete, kann man 
sie benutzen, die Gleichungen des D'AUmberl 'sehen Princips in die La- 
g ränge sehe Form zu verwandeln, in der nur die unabhängigen Variabein 
vorkommen, — eben so endlich, wie ich hier zeigen will, um Lagranges 
Umkehrungsformel abzuleiten. 

Ich setze 

(1.) y-Af(y) = x, 

uud bezeichne durch y(x) = z irgend eine Function von x, ihre Differenlia!- 
quotienlen nach x durch s', z" etc. Dann ist 

y>(x-Af(x» = Z -*. z >f {x )+*L s »f(xy- 

also, wenn <p(x) eine beliebige Function von x vorstellt 

(2)7" V*) V (*-*/(*)) ** =f V (*) (* ~ T Z 'K X) + Ä *7W- • • •)**• 

Schreibe ich in dem Integral auf der linken Seite y für x und reducire ver- 
mittelst (1.)? so wird es 

= f <p(y)v(x)äy =f *<p(y)^ä*> 

wo a a = a — hf{a), ß = b—hf{b). 

Ist A klein genug, so fällt wenigstens ein Theil des Intervalles von n bis 6 
und von a bis /? zusammen. Variire ich nun nach z so, dafs in dem ge- 
meinsamen Intervalle dz beliebig, außerhalb desselben Js — ist, bemerke 
ferner, dafs die Variation der rechten Seile von (2.) sich als Summe eines 
Theiles, welcher frei vom Integral ist, und von 

f b Bdzdx 

a 

darstellen lälst, wo 

gesetzt wird, so ist, in diesem Intervalle integrirt, 

Jdz(p(y)-2-Jlx — JBdzdx, also 

(3.) 9(Y)%=B,. 

welches die Lagrange'sche Formel ist. 
Halle, den 20. Juli 1S57. 
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